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Том  ИЗВЕСТИЯ  П 

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОГО  ИНСТИТУТА  ИМЕНИ  В.  А.  СТЕКЛОВА 


Об  основной  задаче  гидродинамики. 

Н.  М.  ПОНТЕРА. 

(Представлено  академиком  в.  А.  Стекловыи  в  заседании  Отделения  Физвво-Математических 

Наук  6  февраля  1924  года). 

ПРЕДИСЛОВИЕ. 

1.  Цель  моей  работы  проинтегрировать  систему  ур-ний 
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управляющую  движением  несжимаемой  жидкости,  с  постоянной  плотностью  р, 
под  действием  сил,  имеющих  потенциал  Р,  по  данным  значениям  скоростей 
в  начальный  момент  ^  =  О ;  при  этом,  проинтегрировать,  не  делая  относи- 
тельно неизвестных  и,  V,  го  и  их  начальных  значений,  по  возможности,  ни- 
каких дополнительных  предположений; 

В  этой  статье  я  занимаюсь  простейшим  случаем,  когда  жидкость 
заполняет  все  пространство;  причем,  соответственно  сказанному,  не  пред- 
полагаю, что  скорости  и,  V,  го  а  их  начальные  значения  и^,  V^,  го^  имеют 
вторые  производные. 

Система  (А),  (Л)  не  содержит  вторых  производных,  и  предположение 
об  их  существовании  является  одним  из  дополнительных  заданий. 

Предполагая  существование  первых  производных  у  скоростей,  вхо- 
дящих явно  в  ур-ния  системы,  я  не  предполагаю,  что  эти  производные  не- 
прерывны во  всем  пространстве,  но  допускаю,  что  они  могут  претерпевать 
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разрыв  непрерьгености  при  переходе  некоторых  поверхностей,  называемых 
мною  границами.  О  границах  я  предполагаю  только,  что  они  удовлетворяют 
условиям  А.  1\1.  Ляпунова. 

Предполагая,  что  производные  в  некоторых  областях  непрерывны, 
я  считаю,  что  в  этих  областях  они  удовлетворяют  условиям  Липпшца. 

Кроме  того,  о  производных  я  предполагаю,  что  они  ограотчены  во 
всем  просфанстве,  что  они  стремятся  к  определенным  пределам,  когда  точка 
приближается  к  точке  на  границе,  и  что  с  удалением  точки  в  бесконечность 
они  убывают  обратно  про1юрционально  квадрату  расстояния  точки  от  начала 
координат. 

Решение  установлено,  и  доказана  его  единственность  для  ограничен- 
ного промежутка  времени,  следующего  за  начальным  моментом. 

2.  Решение  системы  (А)  мы  получаем,  отыскивая  решение  системы 
из  шести  интегральных  ур-ний: 
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^,  У),  С  получаются  из  ж,  у,  г  заменою  д,,  ^^,  ^^  переменными  интегриро- 
вания^,, ^2)  ^'з!  такая  же  замена  выполнена  в  Функции  Ь,  стоящей  под 
знаками  интегралов;  интегрирование  распространено  по  всему  пространству. 

Функции  м,  V,  ги,  удовлетворяющие  системе  (В),  (В'),  мы  получаем, 
применяя  методу  последовательных  приближений,  как  суммы  рядов,  сходя- 
щихся при  достаточно  малом  (  во  всем  пространстве  и  абсолютно  сходящихся 
и  дифференцируемых  во  всех  точках,  не  лежащих  на  границах. 

Установив,  что  система  {В')  при  рассматриваемых  значениях  I  допу- 
скает единственное  решение  относительно  д^,  д^,  д^,  при  всех  значениях 
X,  у  п  г,  а  взяв  х,  р,  г  за  переменные  независимые,  мы  преобразуем  си- 
стему (5)  в  систему  (^),  в  которой 
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•где  К  получается  заменой  ж,  у,  я  на  \.  ■/),  "С  из 
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и  интегрирование  распространено  по  всему  пространству. 

Из  этого  вытекает,  что  найдеггаые  Функции  м,  г?,  го  связаны  зависи- 
мостью 
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то  соблюдено  ур-ние  {Л'). 

3.  Решению  указанной  задачи  посвящена  четвертая  глава  работы. 

В  первой  главе  установлены  некоторые  предложения  вспомогательного 
характера;  вторая  и  третья  главы  посвящены,  главным  образом,  изучению 
2-х  производных  от  объемного  интеграла 
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шри  довольно  незначительиьа  ограничениях  для  плотности  К. 
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Характер  изменения  этих  производных,  главнтлм  образом  вблизи  гра-- 
нпп,  имеет  существенное  значение  при  изученш!  условий  сходимости  рядов, 
встречающихся  в  главе  четвертой. 

Результаты  этого  исследования  резюмированы  в  последнем  параграфе 
главы  третьей ;  основываясь  па  сказапном  в  главе  первой  п  на  этом  резюме, 
читатель  люл;ет  заниматься  главой  четвертой,  отложив  детальное  доказа- 
тельство неравенств  глав  второй  и  третьей,  довольно  деликатных  по  су- 
ществу и  требуюпщх  кропотливых  выкладок. 

Краткие  сообщения  о  моей  работе  помеп;ены  в  СК  Парпн^ской  Ака- 
демии, т.  177  за  1923  г.  ив  Ргосее(11п§8  Конгресса  1924  г.  в  Торонто 
Более  полное  изложение  помещено  в  томе  24  «Ма^ИетаИзсЬе  ХеНзсЬг!^». 

Н.  Гюнтер. 


ГЛАВА    ПЕРВАЯ. 

Предварительные  теоремы. 

1.  Положим,  что  пространство  {^),  прямоугольные  Декартовы  коор- 
.динаты  точек  которого  мы  обозначаем  буквадга  ^^,  ^^,  д^,  разделено  собра- 
нием поверхностей  на  связные  области. 

Указанные  поверхности  мы  будем  называть  границами. 

О  границах  мы  сделаем  следующие  предположения. 

I.  Вне  Сферы  некоторого  радиуса  Д*"',  описанной  около  начала  коор- 
динат, нет  точек,  принадлежащих  границам. 

П.  Каждая  пз  нпх  удовлетворяет  условиям  А.  М.  Ляпунова,  т.  е. : 

а)  в  каждой  точке  каждой  из  границ  можно  провести  определенную 
яасательную  плоскость; 

Р)  если  Ж^  и  Жд  две  точки,  принадлежащие  одной  и  той  же  границе, 
расстояние  между  которылш  г,  и  если  ■Э'  угол  между  нормалями  к  границе 
в  точках  Ж^  и  Ж^,  то 

д<Ег^-'\     0<Х<1, 

где  Е  и  л  числа,  независящие  от  выбора  границы  и  точек  Ж^  и  М^  на  ней; 

у)  около  каждой  точки  Ж  на  любой  границе  можно  описать  СФеру  ра- 
диуса йд ,  где  б^ц  не  зависит  от  выбора  границы  и  точки  Ж  на  ней,  такую, 
что  всякая  прямая,  параллельная  нормали  в  Ж  к  границе,  пересечет  вну- 
три Сферы  границы  не  больше  чем  в  одной  точке. 

« 

Из  свойства  (у)  ясно,  что  расстояние  между  двумя  точками  разных 

границ  всегда  не  меньше  й^. 

Из  свойства  (^)  ясно,  что  угол  д  между  нормалями  в  точках  Ж;^  и  М^ 
внутри  той  же  Сферы  радиуса  ^^  пе  больше 
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Если  раднус  СФеры  настолько  мач,  что  последнее  чиаю  меньше  1,05, 
то  этот  угол  не  больше^- 

Мы  будем  в  дальнейшем  предполагать,  что  Л^  выбрано  так,  чтобы 
этот  угол  был  не  больше  -^  ■ 

Приписывая  нормалям  к  границам  определенные  направления,  мы  будем 
выбирать  направления,  руководствуясь  следующим  правилом:  если  нормаль 
в  некоторой  точке  границы  области  направлена  внутрь  некоторой  области, 
то  нормали  во  всех  точках  гращ1ц  этой  области  направлены  внутрь  той  же 
области. 

Те  областп,  внутрь  которых  направлены  нормали,  мы  будем  называть 
вторыми,  оста-чьные  первыми;  при  этом,  область,  расположенную  вне  упо- 
мянутой Сферы  радиуса  Б<*",  мы  будем  причислять  ко  вторым. 

2.  Положим,  точка  М^  лежит  на  границе.  Опишем  около  нее  СФеру 
указанньш  радиусом  б/„.  Выберем  временно  за  новую  координатную  пло- 
скость касательную  к  границе  в  точке  М^,  а  за  одну  из  осей  нормаль  к  гра- 
нице в  точке  Жд. 

На  основании  свойства  (у)  мы  можем  ур-нию  границы  внутри  СФеры 
(с^о)  дать  вид 

(1)  ^^ФГ?,»), 

если  Е,  тсД  новые  координаты. 

Функция  Ф(Н,  V])  задана  в  части  области 

и,  вследствие  свойства  (а),  имеет  в  области  задания  производные,  которые,, 
вследствие  свойства  (р),  непрерьгены. 

Замечание.  Если  соблюдено  неравенство 

то  в  любом  сечении  поверхности  плоскостью,  заключающей  нормаль  в  М^, 
линвя  сечения  выйдя  из  круга  на  указанной  сФере,  в  него  вновь  уже  не 
войдет.  Действит^ыю,  выбрав  это  сечение  за  плоскость  Х2,  положим, 
^2  абсцисса  точки  В  (черт.  1),  в  которой  линия  сечения,  вышедшая  из  круга, 
снова  войдет  в  кр5т.  Тангенс  угла  нормали  к  линии  сечения  с  осью  ОХ 
больше  1§а,  где  а  угол  норма.1и  к  кругу  В  с  осью  0^^^  т.  е.  больше 

''2  "^    '''' 
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Но  угол  д  нормали  к  поверхности  в  В  с  02  больше  этого  угла,  т.  е. 

8  _  ,  ,_Х         г     ^4 
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1  —  2  8Ш^  — 

Если  ^1  абсцисса  точки  А,  в  которой  сечение  в  первый  раз  выходит 
из  круга,  то 

Расстояние  Л  от  Ж^  равно  й^,  т.  е. 
(^,=  ^/Ф^^^;&Г^'^^,^/фЩЖ^<^'^.<■^(^о,     0<6<1, 


I     ?  ^  '1 '     ''I         С08  (1^1 5)  008  (^У^  г)  7  / 

полученное  же  неравенство  невозможно. 

Покажем,  что  можно  указать  положительное  число  со,  обладающее 
свойством:  если  прямая  наклонена  под  углом,  меньшем  со  к  нормали  границы 
в  точке  Ж"о,  то  внутри  СФеры  (Лд),  соответствуюш;ей  Ж^,  она  пересекает 
поверхность  не  более  чем  в  одной  точке. 

Возьмем  на  границе  внутри  СФеры  точку  (;„,  •/1о,  1^)  и,  переписав  ур-ние 

поверхности: 

^— Г,==Ф(Е,-/))-Ф(^,У1о), 

будем  искать  ее  точки  пересечения  с  прямою 

^  — Но-=«(^  — 'СоХ      ■1  — 10о  =  &(<^  — ^. 
другими  словами,  решать  ур-ние 

(2)       (:~с„=Ф(н„н-«((:-д,  •/;„н-ь(г:-д)-Ф(^о,-/]о), 

имеющее  очевидное  решение 

Положим,  что  у  ур-ния  есть  решение  ^,^,  отличное  от  'Со- 
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Преобразовывая  правую  часть  ур-ния  (1),  подставив  в  него  ^,  вместо  С, 
получаем : 

;-С.  =  (ч,-У|о'1>;'(5.*«»«,-д,  >:.-  ОМ?.-?.))н- 

где  N'  нормаль  в  некоторой  точке  границы  между  точками  с  первыми  двувш 
координатами 

(?0'  тОо),      (^  -»-  « (^1  —  чо),     ^0  -^-  *  (!^1  —  (^)) 
и 

О<0<1. 

Если  для  всех  точек  поверхности  внутри  сФеры  (Л^)  соблюдено  нера- 
венство 
,п\  \асо5Nс,-^-Ъсо5N■^^\     ,, 

^    '  I  005  Л?  1 

то,  значит, 

1^1  —  ^о1  =  1^1  —  ^1  К,     где     К<1, 
что  требует 

И  противоречит  предположению. 

Значит,  если  соблюдено  неравенство  (3),  то  С  =  <^  единственное  ре- 
шение ур-ния  (2),  и  взятая  прямая  пересекает  границу  только  в  одной  точке. 

Так  как  для  центра  СФвры 

С08^^  =  0,       С05^\'у]  =  0,       С08Л''^=1, 

имеем  внутри  СФеры: 

I С05  Л^Е  К  Е^о^-'- ,       I С08  Л'У]  I  <  Ш^^-'' , 

|со8Ж|  =  |1  —  2 8т«(^)|  >  1  — ^Е^^о""'"'- 
.Значит,  неравенство  (3)  соблюдено,  если  соблюдено  неравенство 

(3')  (|«|  -*-|Ь|)  Е<^-'-  <  1  -^ЕЧГ'\ 

Так  как 


\а\-*-\Ь\<\/2\/^Т^ 
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неравенство  (З*)  соблюдено,  если 

Обозначая  через  1§ш  число,  не  превышающее  правой  части  последнего 
неравенства,  имеем: 

Значит,  если  прямая 

Е-^о  =  «(^-"Со),    у;— /1о  =  Н^-д 
внутри  конуса 

Г;  -  1о)'  -ь  (^  -  -поУ = ^ё'  со  (?:  -  Ко?, 

угол  растворения  которого  2 со,  то  она  пересекает  границу  внутри  СФеры 
только  в  точке  ('^ц,  \,  1^). 

Чем  меньше  число  Е^^^'^,  то  есть,  чем  меньше  радиус  сФеры  Л^,  тем 
больше  угол  (й. 

Если,  например, 

Ес^о^-^  <  2  —  \/2 , 

то  со  >  ^  и  угол  растворения  конуса  более  прямого  угла. 

Заметим,   что  если  д  угол  между  нормалью  в   точке   на   границе 
и  в  центре  сФеры,  то 


С08*       1_2-Е2йо^-Х 

Отсюда  заключаем,  что,  когда 

Ейд'"^'  <  0>65, 

нормаль  в  любой  точке  внутри  сФеры  лежит  внутри  конуса,  указанного 
вьш1е,  и,  значит,  прямые,  параллельные  нормалям  в  точках  внутри  сФеры, 
пересекают  границу  в  этом  случае  только  в  одной  точке. 
Заметим,  что,  когда  соблюдено  последнее  неравенство 

1§со>0,85 
и,  значит, 

(О  >  40°. 

Если  соблюдено  условие,  указанное  в  замечании,  то  1:§(о>1,  23, 
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3.  Положим,  что  даны  Функции  времени  I  и  координат  точки  М{^■^ ,  д^,  д,) 
пространства  (^) 

(4 )  п  ^^^ ,  <Уз ,  ^3 ,  О'      «^  (?!  >  </2  >  ^3 '  0.      ">  (^, ,  ?а .  8з»  О» 

про  которые  известно,  что  они 

(I)  непрерывны  во  всем  пространстве  и  при  всяком  значеппи  I,  удовлетво- 
ряющем неравенству 

0<1<Т, 
где  1'  некоторое  число. 

Обозначим  через  р  расстояние  точки  М  от  начала  координат,  а  через 
Л  некоторую  положительную  возрастающую  Функщню  от  /,  и  положим,  что 

(II)  \и\<А,...,р\г,\<А,..., 

обозначая,  как  и  везде  далее,  многоточием,  что,  не  менял  неравенства, 
можно  и  заменить  через  V  п  го. 

Про  функции  (2)  мы  положим  еще,  что  они  имеют  производные  по  /, 

п  что  эти  производные 

ди        дп        дш 

(III)  непрерывны  во  всем  пространстве  ((>)  и  при  всех  возможных  значе- 
ниях /,  *  причем 

(IV)  |-^|<Л,...,р|^|<^,..., 

где  А'  некоторая  другая  Функция  от  ^,  за  которую,  как  мы  увидим,  можно 
брать  производную  от  А; 

что  если  точка  М  не  принадлежит  границе,  то  Функции  (2)  имеют  в  точке 
М  производные 

,_,  ди       дп       ди>        »?'г«         (]^V        сРгс 

\у)  Т-'      ^— '      ^~'       ^.  ^      '     ТГТ-'      лгл     '  »  =  1,2,3, 

о^^      од(      од1      отс;*?,-      тод^      о1од( 
причем  эти  производные 

(V)  непрерывны  внутри  каждой  из  областей  и  при  всех  возможных  значе- 
ниях <  и  во  всем  пространстве  (^)  удовлетворяют  неравенствам 


*  Для  непрер1ивности  во  всем  пространстве  при  соблюдении  прошлых  условий  доста- 
точно положить,  что  эти  производные  непрерывны  в  точках  не  на  границе. 
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(VI) 


ди\ 


<А, 


с?    1  —  1  ^  А 


Далее,  положим,  что  если  точка  М^{2^'',  д^,  д^)  принадлежит  границе, 
и  точка  х'1^"  приближается  к  Ж^,  не  пересекая  границы,  оставаясь  с  одной 
и  топ  же  стороны  от  границы,  производные  (5) 

(VII)  стремятся  к  определенным  пределам,  которые  могут  быть  различными 
при  движении  точки  в  области  первой  или  второй. 

Обозначая  пределы,  к  которым  стремятся  производные  (5)  через 


(6) 


до 


I  дю' 


ди}\  /  ди 


дь  \  /  дю 

дд_^2        \д^^ 


о^и  \       /  д^у  \       /  о^го  \       /  д^и  \       /  д^V\        {  д^го  \ 
дГд^{)г     \^Щ-Л'    \5Щ-Л'    1^Щ-/р'    [дЩг)^     \'дЩХ' 


указав  значками  (1)  и  (2)  на  область,  в  которой  точка  Ж",  и  считая,  что  рас- 
стояние между  точками  Ж"  и  Ж^  равно  Гц,  положим: 


(VIII) 


дЯг       и?,-^П       »       ' 


"м         /  о' и 


I  д1  дд{       \  д1  дд^  /^ 


<Л'г^'-\ 


»=  1,2,3, 


а  =  1,2, 


где  X  число,  введенное  в  параграфе  1. 

Наконец,  считая,  что  точки  М^  п  М^,  расстояние  между  которыми  г, 
находятся  по  одну  сторону  от  границы,  и  обозначая  для  удобства  знаком 

абсолютную  величину  разности  между  значениями  Функции  /'(з,,  д'^,  Уз'  ^) 
в  точках  Ж^  и  Жд,  положим 


(IX) 


Ш<^''-''--'  й.]<^''"^'- 


1=1,2,3^ 


где  р  расстояние  от  начала  координат  до  точки  Ж^  и  если 

г  <  а,. 
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Пользуясь  перечисленныш!  свойствами  Функций  (4),  нетрудно  дока- 
зать, что  функции  (б)  непрерывные  Функции  от  I. 

Выбрав  произвольно  положительное  число  е,  найдем  такую  точку  М  не 
на  границе,  чтобы  расстояние  ее  от  точки  М^  па  границе  удовлетворяло 
уаювию 

при  всех  значениях  /,  близких  к  некоторому  I. 

Обозначая  значение  функций  при  ^  =  ^^  чертами  наверху  и  выбирая 
^^  настолько  близким  к  /,  чтобы  в  точке  М  было 


получим 


1^2.^      ^З./а!"  114-4       ЩХ)       \д^,~Щ)~*~['д^~д^Л^ 
^  I  /  (?«  \  ди\       I  /  ди  \         ди\       \дч        <^"  1  ^^ 

что  и  требовалось  доказать.  Также  доказывается  непрерывность  остальных 
функций  (6). 

4.  Где  бы  ни  лежали  точки  Ж'^(^^,  д^,  д^),  ^/^(з/,  д^',  д^),  расстояние 
между  которыми  г, 

[11]<\/гЛг, 

Докажем  высказанное  утверждение  для  Функции  и. 
Оно  очевидно,  если  отрезок  Ж,  М^  не  пересекает  границы,  так  как 
в  этом  случае  Функция 

имеет  производную  при  всех  значениях  А  между  нулем  и  едпшп;ей  и 

« (з/,  гЛ  из',  о — « (3, ,  ^2  >  «3 .  о  =  ( ^  )^  С^/  —  ь)-*-[  -^^  )^  (42  —  я^)  -^- 

где  производные  вычислены  в  некоторой  точке  между  М^й  М„. 
Отсюда 

[и\<\[ъЛг, 
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■йг 


<\/31 


Переходим  к  рассмотрению  общего  случая. 

Обратим  внимание  на  то,  что  не  только  отрезок  Ж,  Ж^  может  иметь 
общие  точки  с  границами,  но  что  условиями  параграфа  1-го  не  исключена  воз- 
можность появления  точек  сгущения  таких  точек  и  ансамблей  таких  точек 
сгущения. 

При  доказательстве,  поэтому,  мы  принимаем  во  внимание  такую  воз- 
мояшость. 

Разделим  расстояние  г  между  точками  Ж^  Ж^  на  п  равных  частей, 
вставив  точки 

ж«,  м^'\  . . .  ж<"-^). 

7' 

Обозначим  через  с1  число  -  и  с  самого  начала  положим,  что  п  настолько 
велико,  что  й  менее  (?о,  где  с!^  радиус  СФеры  условия  (у): 

т 

А  =  —  <  (/п  • 

и 

Рассмотрим  порознь  каждую  из  этих  п  частей;  рассуждения  проведем 
на  отрезке  Ж'  Ж". 

Введем  в  рассмотрение  угол  со^,  положив 

^§  со^  =  -  (^-^  —  -  ЕЙ^-^Л  • 

Из  Формул  параграфа  2-го  ясно,  что  угол  со^  меньше  утла  ш  в  том  ко- 
нусе, который  соответствует  СФерам  радиуса  Л,  описываемым  около  точек 
границы,  и  свойства  которого  выяснены  в  параграфе  2-м. 

Введем  кроме  этого  в  рассмотрение  произвольно  выбранное  число  у) 
п  отложим  на  Ж'  Ж"  от  Ж'  ряд  прилегающих  друг  к  другу  отрезков 

длины  У)  1§  (й^. 

Число  их  5,  считая  и  примыкающий  к  Ж"  отрезок,  длина  которого 
может  быть  меньше  у)  !;§;  со^ ,  удовлетворяет  неравенству 

.      й           ,                  2Есг2-"^ 
8<— \-  1  =^ 5 г -4-  1. 
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Разделим  построенные  отрезки  на  две  категории ;  к  первой  категории 
мы  отнееем  те  из  них,  внутри  которых  есть  точки  границы,  ко  второй  те, 
внутри  которых  точек  границы  пет. 

Соединим  отрезки  одной  и  той  же  категории,  прилегающие  друг 
к  другу,  в  больший  отрезок.  Назовем  получившиеся  таким  образом  большие 
отрезки  отрезками  пе])вого  рода,  если  они  получаются  соединением  отрез- 
ков первой  категории,  и  отрезками  второго  рода,  если  они  получаются  соеди- 
нением отрезков  второй  категории. 

Два  отрезка  первого  рода  отделены  один  от  другого  отрезком  второго 
рода;  вследствие  этого,  число  отрезков  первого  рода  не  больше 

2 

Видоизменим  теперь  несколько  отрезки  2-го  рода.  Если  т!  т"  такой 
отрезок,  то  подвинем  левую  его  крайнюю  точку  т',  если  она  не  на  границе, 
влево  до  совпадения  с  ближайшей  точкой  п'  на  границе,  имеющейся  на  при- 
мыкающем слева  отрезке  1-ой  категории  (если,  конечно,  т'  не  совпадает 
с  Ж');  так  же  поступим  с  крайней  правой  точкой  т",  если  она  не  совпадает 
с  Ж^  и  не  на  границе;  подвигая  ее  вправо,  мы  совместим  ее  с  точкой  п"  на 
границе  и  отрезок  т'  т"  заменим  отрезком  п'  п".  Также,  если  М'  начало 
отрезка  1  -го  рода  и  Ж'  не  точка  границы,  то  возьмем  за  начало  1  -го  от- 
резка 1-го  рода  точку  п',  ближайшую  к  Ж^  и  на  границе,  и  введем  в  рас- 
смотрение новый  отрезок  31'  п',  который  причислим  к  отрезкам  2-го  рода. 

Аналогичным  образом  поступим  с  точкой  Ж". 

От  такого  преобразования  число  отрезков  2-го  рода  увеличится  на 
один  или  на  два,  и  длина  некоторых  из  них  увеличится;  число  отрезков 
1-го  рода  не  изменится,  длина  некоторых  уменьшится  (у  некоторых  до 
нуля),  и  концами  каждого  отрезка  1-го  рода  будут  точки  границы.  Для 
отрезков  2-го  рода  теорема  справедлива;  если  [«]'  число  [и]  соответствую- 
щее такому  отрезку  и  р  длина  отрезка,  то 

[и]'<\[гЛ?. 

Займемся  отрезками  1-го  рода;  пусть  п'  п"  один  из  них,  и  р  его  длина 
<черт.  2). 

Если  около  точки  п'  описать  сФеру  радиуса  (I,  то  весь  отрезок  внутри 
Сферы,  так  как  длина  его  не  больше  й. 
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Построим  на  нормали  в  точке  п!  конус  параграфа  2-го  с  углом 
растворения  2 со,  и  в  некоторых  точках  границы,  лежащих  на  отрезках 
1-ой  категории,  из  которых  составлен  «'  1г",  одинаковые  с  этим  конусом 
конуса,  с  вершинами  в  этих  точках  и  с  одинаково  направленными  осями; 
такой  же  конус  построим  в  точке  и". 

Отложим  на  оси  первого  конуса  отрезок  «'  п, ,  равный  т],  и  через  конец 
его  проведем  прямую,  параллельную  и'  и",  до  пересечения  с  осью  последнего 
конуса  в  «2-  Всякая  точка  отрезка  ^г^  п^  лежит  внутри  одного  из  конусов, 
и  потому  отрезок  »г^  и^  не  пересекается  с  границей;  иначе  можно  было  бы 
построить  прямую,  лежащую  внутри  одного  из  конусов  и  имеющую  две 
общие  точки  с  границей.  Отрезки  п'и^  и  «"и^,  кроме  п'  и  }г",  общих  точек 
с  границей  не  имеют. 

Теорема  справедлива  для  отрезков  и'  и^ ,  и^  м^  и  и"  п^ .  Если  м',  и^ ,  и^,  и" 
значения  и  в  точках  п',  м^,  п^,  п",  то 

\и'  —  и'Ч  <  \и'  —  и^\  -+-  \и^  —  м^!  н-  [и^  —  ''''"1^  \/з  Ар-^-  2  \[^ Лг}. 

Если  [и],  значение  [м],  отвечающее  отрезку  М'  Ж",  то,  так  как  [и]. 
не  больше  суммы  значений  [и],  отвечающих  частям  отрезка  М'  М", 

[и].  <\1гЛ1:р-+-  ^2  \/3  ^у), 

где  суммирование  распространено  по  всем  отрезкам   1-го  и  2-го  рода. 
Значит, 

[м].<  \/3^й-н\/з^у)(5-4-1)<  \[ЗАа-н    ^^^^^^'~'  -ч-2\/З^У1, 

1— 4-Е2Й2-2Х 

откуда,  вследствие  произвольности  у],  заключаем: 

Применяя  последнее  неравенство  ко  всем  п  отрезкам  на  Ж^  Ж^  и 
подставляя  вместо  «^  его  значение,  получаем 

[и]  <  У  [и],  <  у/з  лап  -ь-  ^^^/'^"^       =  ^3  Аг  -+- 

1  2\/3^»-2— ^ 


И^~'^    1 1  ]72,.2-2Х  ^         ^ 

2  «2— аХ 


—   16   — 
откуда,  вследствие  произвольности  и,  заключаем: 

что  и  требовалось  доказать. 

5.  Положим,  что  точка  3/(д^,  д^,  д^)  перемещается  по  границе,  при- 
чем д^,  д^,  Зз  непрерывные  Функции  параметра  т: 

имеюпше  непрерывные  производные. 

Значения  Функций  (4)  в  точке  Ж  будут  Функциями  -:;  докажем,  что 
эти  функции  имеют  производные  и  найдем  эти  производные. 

Проведем  доказательство  для  Функции  и. 

Построим  около  точки  Ж,  отвечающей  значению  То  параметра  т,  СФеру 
радиуса  Л^  и  дадим  т  такое  приращение  Л,  чтобы  точка  Ж^ ,  отвечающая 

значению  То-+-А,  была  бы  удалена  от  Ж  на  расстояние  «,  меньшее  -^  • 

Построим  нормаль  к  границе  в  точке  Ж  и  через  точки  кривой  М  М^  проведем 
прямые,  параллельные  нормали  (черт.  3). 

Отложив  на  них  отрезки,  равные  т„  построим  кривую  Ж'  Ж/,  тоже- 
ственную с  Ж  Ж^ .  Все  точки  Ж'  Ж^',  вследствие  свойства  (у),  лежат  внутри 
области,  ограниченной  границей,  и  в  них  Функция  и  имеет  непрерывные  про- 
изводные по  д^,  Уз)  ?з- 

Если  углы  нормали  с  осями  координат  равны  а,  [3,  у,  то  ур-ниеЖ'  Ж,': 

31  =  г)С05а-1-9(':),     ^^  =  •/]  соз  ^  н- ф  (т),     ^д  =  ^  ^оз  у -4- /  (т). 
Трактл'я  и  как  Функцию,  заданную  на  кривой  Ж'  Ж/,  имеем: 

и 

Но 

\(^м,  —  "ж)  —  («л/^'  -  «Ж')!  <  1«*ж,  —  »ж,'1  -^  1"ж  —  »ж'  1  ^  2  \/з  ^■^■ 

Далее,  если 

( -^—  )  )      а  =  1  или  а  =  2, 
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/  ди\ 


предел,  к  которому  стре»штся(  -р- 1    ^>  когда  М'  приближается  к  М,  то 


вместе  с  тем 


откуда 


да, 

Из  выведенных  неравенств,  положив  в  них 

П  =  ь\'к\, 
получаем: 


ищ  —  ии 


к 

■^0 


ИШЬ'^^^Л^Х^'^^Н^ХМ'^ 


<■ 


2  \/з^.-^^{5^-^-*-е^-^1лг^)^||  (|9'(^)!-н|ф'(^Жх'('^))й^| 


Выбирая  произвольно  малыми  е,  й,  и,  следовательно,  5,  и  замечая,  что 

из  последнего  неравенства  заключаем,  что 

в  последней  Формуле  вместо  а  можно  безразлично  ставить  (1)  и  (2), 
что  вполне  согласно  с  теоремой,  по  которой  разности 


ди\        {  ^\        (  ^^\        (  ^^\        (  ^^\        (  ^и\ 

(^21/2  ийЛ'         \да^2  ^^92/1  и?8/2~ие'з/1 


/  ди 


пропорциональны  косинусам  углов  с  осями  координат  нормали   к  границе 
в  точке  М. 
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б.  Положим 


г 


о 
и  введем  в  рассмотрение  Функцпц 


(-) 


х  =  д^-^  ^и (д, ,  д^,  д^,  т) (^т,     р  =  д^-*-  ^  г (?, ,  ?„,  д^,  т) йт, 
о  о 


Из  сказанного  в  параграфе  3-м  о  Функциях  (4)  ясно,  что  Функции  (7)  не- 
прерывны во  всем  пространстве  [О),  что  прп  всех  значениях  д^,  Я^^  Яв^ 
определяющих  точку  не  на  границе,  они  имеют  производные  и  что  эти  про- 
изводные ограничены. 

Взяв,  например,  Функцию  х,  имеем: 

«  I  < 

/о\  ^^        1         Г  <^"  7        ^^        Г  ^"  ^        ^^        Г  <^"  л 


о 


откуда 


Н*         11^7?        И*'^  I  ^   к 

Из  тех  ;ке  равенств  (8)  вытекает,  что  когда  точка  31  приближается 
к  точке  М^  на  границе,  то  производные  от  Функций  (7)  стремятся  к  опре- 
деленным пределам,  причем,  например,  если  точка  Ж  стремится  к  М^,  оста- 
ваясь в  области  первой,  то 

I  I  г 

дх        ,         Г/  ди  \    ,  дх         Г/  ди  \    ,  дх         Г/  ди\  , 

0  0  0 

дх  /  с)х\ 

причем  разности  между  значениями  -г-  "  "х  пределами  ( -г-  )  удовлетворяют 

неравенствам : 


—   19  — 

Между  прочим,  если  точки  М{^^,  ^^,  ^^),  М^{^^,  д^',  ^^)  лежат  по  одну 
сторону  от  границ  и  расстояние  между  нилш  не  больше  (^о,  то,  если  г  это 
расстояние : 

Ш<''-'-'  Ш<^'-''  [яУ'^"-''  '=■•-■ 

Из  самого  вида  Функций  х,  у,  г  а  их  производных  по  21>  Зг;  Зз  ^си*^> 
что  они  имеют  непрерывные  производные  по  I. 

Из  перечисленных  свойств  Функций  (7)  яспо,  что  все  сказанное  в  па- 
раграфе 5-м  о  дифференцировании  Функций  (4)  на  границе  прпмени!(10  и 
к  функциям  (7). 

Мы  имеем,  например,  сохраняя  обозначения  параграфа  5-го: 

7.  Пока  5  <  -)  система  ур-ний 


■  =  ^з-^~^гV^^^,^^,^^,^)ск 


о 

имеет  единственное  решение  прп  всех  значениях  х,  у,  г,  причем  в  этом  ре- 
шении функции  ^^,  22,  З'з  имеют  производные  по  х,  у,  0,  если  точка  З1,  ^г?  Яя 
не  лежит  на  границе. 

Дав  ур-ниям  (7)  вид 

о  о 

о 
о  положив 

21°  =  а;,  2/ =  2/,  23°  =  '®, 


20  — 


полагаем: 


о 


о 

яГ^  =  у-^V{ч^~'\  яГ~'\  яв'"~\  X)  сгт, 

о 

о 
Далее  получаем,  ведя  выкладки  для  примера  над  2^: 

I 

=  -  }'{и{яГ~'\  з^-^  дГ~^'^)-НяГ-'\  яГ-'\  2з^"-^^)Н^ 

о 
и,  если 

то,  по  сказанному  в  параграфе  3-м: 

откуда 
где 

Гг  =  ^{Яг'''-^У-*-{я,'''-уГ-*-{я,''^-^У<\/^Б. 

Следовательно,  члены  рядов 

(9)       я.=у-^(я.^^^-у)-{я.^'^-ь^')-----{яГ-яГ~'')^--, 
я.-^^(г,^'^-^)-{я.^'^-я,^')^--НяГ-яГ~'')---г 

начиная  со  вторых,  по  абсолютной  величине  меньше  членов  ряда 

\/з  В  (1  -»- (35) -н  (35)» -ь  •  •  •), 
сходящегося,  пока  В  <.-• 


—  21  — 

Функции  (9)  от  X,  ?/,  г,  I  образуют  решение  системы  (7). 
Действительно,  если  д^,  с[^,  2^  Функции  (9)  п 

«  * 

о  о 

О 

то,  например, 

о 

II 

где  

Гп-^'^  =  \/  (?1  -  2,'"-^Т  н-  (2,  -н  ^Г-''Г  н-  (23  -  ^Г-У■ 

Так  как 

21  =  ПРД  г/"~'',     92  =  ПРД  За'"~",     ^3  =  ПРД  28*""'^ » 
то,  каково  бы  ни  было  положительное  число  г,  если 

откуда  ясно,  что 

^^=прдд/"^  =  з,,    ^^=щ^^^'^'^=(и,    Ящ^^м^"^^%- 

Решение,  найденное  нами,  единственное. 

Допустив,  что  функции  ^^,  ^^,  ^^  образуют  некоторое  решение  си- 
стемы (7),  имеем: 

Яг-^Р=-^[<Яг, «.,  бз,  ^)-^(2/'^^2з'"-^гз'"-^^)}^^>••^ 

о 
откуда 


—  22 
где 


Так  как 

|<2,  -«/"^1  =  |/«(<?1,  ^„   <?31  '^)^^|  <  В, 

О 

ясно,  что 

так  как 

,.^0  <  ЪВг^'\_^  <  (ЗБ)"  г('\     г„(1)  <  \АЗ  Б. 

Отсюда 

^,  =  прд  д/"'  =  д„     д,  =  прд  (?,("'  =  д„     (?з  =  прд  ?/'^  =  г, . 
Из  сказанного  между  прочим  видно,  что  при  всех  х,  у,  г: 

ка-^1<ТЗГзБ'      1г^-2/!<Т^ГзБ'      1«з-^1<ПГО- 

Производные  от  д,,  з,,  Зз)  например  по  х,  находим  из  ур-ний: 

I  I  г 


(?ж  ^ж  ^  д^^  дх  ^  дд^  дх  ^  дд^ 

0  0  0 

дх  дх  ^  дд^  дх  ^  дд^  дх  ^  дд^ 


0  0  0 

<  «  < 


^98 

дх  ' 

дд,  Гд^о  , 

дх  ^  дд^ 
0 

дд^  Гдк 

дх  ^  дд^ 
0 

Положив 

дд^ 
дх 

-1=(/х> 

из 

последних  5ф- 

■НИИ  имеем 

\дх\  ^1^**1  \дх\  \дх\ 
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Б  Ш-         В 

\ох  I 

В)Ы-         В 


1^ 
I  дх 

\дх 


В 


^|н-(1-^5)|^|<5. 
дх\  ^  \дх\    ' 


Так  как  определитель  последней  системы  ур-ний  равен  1 — дБ  п  дш- 
норы  его 

1—25,     В,     В 

пока  5  <  ^  положительны,  имеем 

о 


дд2 


\^9в 


(1-ЗБ)|д,|<Б,     (1-Щт<:Б,     (1  _  35)  ^^  <  Я 


то  есть 
\дх 


—  1 

ду 
д2 


8.  Если 


Б 


1— ЗБ 

Б 
1  — ЗВ' 

Б 
1—35' 


< 

^1/ 

1    < 

< 

Б 


1—35 

5 
1  —  35' 

5 
1  —  35' 


1^ 


I  дх 

< 
< 

-1|< 


5 


1  —  35 

5 
1  —  35' 

5 
1  —  85* 


йж 

дх 

дх 

^(?Г 

^Ь 

<^2з 

(^у 

ду 

'^]/ 

дх 

ду 

дг 

«^Йх' 

д^^' 

дЧъ 

~   д^г 

д<1% 

^Ь 

<?^ 

д2 

дг 

'^йг' 

«^^г' 

^Яз 

дел        1 

-^  =  -^  мин. 

дх        I 


дх 


дйг 


1  ду 

-^  мин.    ^ 
•/  \  дд_1 


дд, 


ДиФФеренпдруя  ^7",  получаем: 


дЬ  '' 


I  (9м      ду      дг 


I  дх      дю      дг  1 
тг     дд^'    дд^. 


^■  =  —   пн  (  —  ] 
дг  ~  ^  ^^^'  \  д2{ ) 


I  дх      ду      дю  I 
1^'  ^'   ^З»! 


(хдд-,^  дх       дд^^х 


дд^  дх  )    '   \  дд.^  ду        дд^  ду       дд^ 
дю  дд-^  ___  дю  дд^       дш  дд^ 
)з        дд^  дг 


/дю 

\^1 


—  24 
Отсюда 


I  1  г?^'!^  о  4)1    ,       ЗВ     1_      ЗА     _    "Ч 
\^  д{\^        \  1  —  дВ\~1  —  ВВ~  1  —  ЗВ 

» 

0  О 

так  как 

^=  1  при  ^  =  0. 

Из  последнего  неравенства  имеем 

1-зв<|^|<5-^и|^|=^. 

Между  прочим  из  выведенных  Форм)'л  вытекает 

1  д^ ди       дV       дгс 

^  дЬ       дх       ду       дг 

9.  Из  сказанного  в  параграфе  7-м  ясно, что  пока  Б  <  ^^  система  ур-ний 

1  г 

о  о 

г  * 

(10)        1^^-^^«^(Р1,^^2,^>8, 'с)^'с=?8н-]г'(г1,г»»г8>'г)*^' 

о  о 

о  о 

имеет  единственное  решение 

Ра  =  31'     1'8  =  3а,     ^'8  =  38- 

Обобщая,  в  виду  дальнейшего,  это  утверждение,  введем  в  рассмотре- 
ние новые  функции 

(4*)  щ{Яг,  Ял,  Яг,  ^1     «^1(?1>32'?8)0>     и'1(г1,22>гз.О, 
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удовлетворяющие  всем  девятп  условиям,  поставленным  в  параграфе  3-м 
для  функций  (4),  и  рассмотрим  систему  ур-ний: 


0 

о 
о 

-ь-^(^'2— 22-»-^К(^'1,^'2>^'з.  ^) — «^1(21,  ?а,  2з,  т)](г'с)  =  о, 

о 

г 

^{Рг  —  Яп-*-][^(Р1,Рз^Рз^  ^)  — «'(?!,  За,  2з>  ^)](^^)-+- 
0 

-<-^(Рз  — 2з-^-^К01,^'2,^'з>  ^)  —  "'1(21,  22,  2з,  т:)]^т)  =  о, 


(10') 


в  которой  о  и  д  положительные  Функции  встречающихся  аргументов,  удо- 
влетворяющие условию 


д=1. 


1 


Пока  5  <  -,  система  (Ю*)  имеет  единственное  решение 

^'1  =  21,    г'2==22,   г'з  =  2з- 

Действительно,  из  первого  из  ур-ний  (10')  имеем,  например: 

Р.— 21  =  — 9  ^[«(^'1,^'^,^'з, '^)— "(21, 22, 2з,  ^Л*^'^— 

о 

—  »^[щ(Рг,Р2,р^,  т)  —  и^ (2,,  2а,  2з,  ^)]  ^^ 
о 

1?),— 2,|<е  у^5г-4-д\Аз5»-=  \/1вг, 


—  26   — 

где 

'•  =  У^СР:  —  ЯгТ  -+-  (Р,  —  (/а)'  "*-  (Рз  — Зз)"- 

Из  последнего  неравенства  и  аналогичных  ему,  получаемых  из  осталь- 
ных ур-ний  (10'),  иолучаем 

г<гБг, 

ЧТО  треоует,  при  5<-: 

,-  =  О,  то  есть  р^  =  я„  р>  =  Яз,  Рз  =  % • 

10,  Вообразим  себе,  для  наглядностп,  что  х,  у,  г  суть  прямоугольные 
Декартовы  координаты  точки  в  пространстве  (Е). 
Равенства 

I 

6 
«  г 

о  о 

приводят,  при  всяком  I,  любой  точке  пространства  {^)  в  соответствие  неко- 
торую точку  пространства  (Е),  которая  перемещается  в  пространстве  (Е) 
с  теченпем  времени. 

Прп  {  =  0  Фигура  пз  точек  (д^^ ,  д^ ,  д^)  в  пространстве  {^)  тожественна 
с  Фигурой  из  соответствующих  точек  (ж,  у,  г)  в  пространстве  (Е). 

Если  ((//^',  д^^\  ^з'^')?  (Я1^\  Я2^\  2з'^')  Д^б  точки  пространства  (^),  рас- 
стояние между  которьаги  г,  а  (ж^,  у^,  г^),  (х^,  у^,  г^)  две  соотвегствуюшд1е 
им  точки  в  пространстве  (2),  расстояние  между  которыми  обозначим  через  р, 
то 


где 


Х  =  ^  {и  {д,(^\  д,(^\  д(^\  -г)  -  и  (з/^),  д^^\  д}^\  т))  йт, 
о 

У=^{у  (з.Ч  а^'\  д1'\  .)  -  V  (2  «,  <?;^\  2,(4  ^))  ^^ 
о 
г 

У^=^{гV(з,^'\  ?,(«',  дз<4  -)  -  го (г,&),  2,('\  Зз^^^ т))  йт. 


На  ^2  —  ж^,  у^  —  г/1,  г„  —  г^  можно  смотреть  как  на  проекции  замы- 
кающей ломаной,  составляющие  которой  имеют  проекциями  д^*^' — ^■^^^^ 
1о<'^  — ?2'">  За'"'  — Зв*"  "  ^у  ^.  ^  и  писать 

где 


Но 

\Х\<\[^Вг,     \Т\<\[ЪВг,     |2|<\/1Бг,     г(«)<3  5г 


г(1  — ЗБ)<р<г(1-н35),     ^-^<г<^ 


35 


п.  Границам  в  пространстве  {0)  соответствуют  в  пространстве  (2) 
некоторые  поверхности,  перемещающиеся  и  деформирующиеся  с  теченпем 
времени  I. 

В  любой  момент  I  все  эти  поверхности  находятся  внутри  сФеры  радиуса 

описанной  около  начала  координат  пространства  (Е),  так  как  вне  СФеры 
радиуса  Д°(1  -+-  ЪВ),  описанной  около  точки 

«  I  « 

Гм(0,0,  0,т)|^т,      Г^(0,  О,  0,т)ггт,      Ггс;(0,0,  0,т;)(^т, 

0  0  0 

расстояние  которой  от  начала  координат  пространства  [Щ  менее  у'ЗБ,  уже 
нет  точек,  соответствующих  границам  пространства  {^). 

Эти  поверхности  мы  будем  называть  границами  пространства  (Н). 

12.  Внутри  каждой  СФеры  радиуса  ((^ц),  описанной  около  точки  М^  на 
границе,  границу,  как  вытекает  из  сказанного  в  параграфе  2-м,  можно 
определить  ур-ниями  вида 

(11)  д1  =  ср(а,|3),      ^^  =  ^]^{о^,^),     ^3  =  7,  («>?): 

где  а  п  р  некоторые  параметры,  например,  равные  введенным  в  параграфе  2-м 
5  п  Г),  если  функции  ш,  ф,  ^  составлены  применением  Формул  преобразова- 
ния координат  от  системы,  положенной  в  основание  прп  определении  про- 
странства {О),  к  системе,  положенной  в  параграфе  2-м. 


—   28  — 


На  основании  свойств  (а)  н  (Р)  границ,  можно  считать,  что  <^,  ф,  / 
имеют  непрерывные  производные  по  а  и  р. 

Косинусы  углов  нормали  к  границе  с  осями  координат  равны  отноше- 
ниям опредештелей  таблицы 

^     ^     ^ 

дд^     да^      д^^ 
к  квадратному  корню  нз  суммы  квадратов  этих  определителей,  равному 


где  Л,,  Аз,  /  Гауссовы  параметры  границы,  то  есть  где: 


*.=2(1)''  ".=2(1)* 


I: 


Так  как  ур-ние  границы  пространства  (Е)  получается  из  ур-ний  (7) 
заменою  в  них  ?,,  За,  Зз  "^  значениями  (11)  и  так  как 


дх       ду 
ду.       дх ' 


дх 


ду        дг 


( ^'т/ох\дд^/  дх\дд^^  (ду^д^^^/д^^д^^/д^\д^^^ ( ^\Щ/ ог\дд^/ дг\до^ 
\дд^/дх     Удд^/дх     хдд^/дхудд^  дх     \дд^дх     \дд^ даЛдд^/ дх     \дд^ дх     \дд^  дх 

.дх^дд^/доГ^дд^/дх^    /_^  ,^1     /^\^     /  М .^   (^\^/^\^/^\^ 
^  дд, Щ    \дд^  д^     [дд^Ш'  \дд^  д^     \дд^Щ    [дд^  д^ '  \дд^  д^     \дд,)  д?,     \дд^  д^ 

вспомнив  а-ормулы  в  начале  параграфа  8-го,  получаем: 


\1Н^Щ  —  К^  С08  Ку  = 

=  (со5Л^,(|1)-4-со8аУд,(|?)-^со.Л^?з(^))'^\/М:=^ 
\/Н^Н,  — А.'' сов  Кг  = 

где  ^1,  Я„,  л  Гауссовы  параметры  границы  пространства  (Н). 


—   29   — 

Из  последних  Формул  ясно,  что  во  всякой  точке  границы  (2)  можно 
провести  к  ней  касательную  плоскость. 

13.  Примем  во  внимание  две  точки  М{^^,  д^,  д^)  и  М'{д^',  д^,  д^)  про- 
странства (^)  и  соответствующие  две  точки  т  (ж,  «/,  г)  и  т'  (аз',  у',  г')  про- 
странства (Е). 

Из  Формул  параграфа  6-го  имеем: 

\,  дх /,„       \дх)^,  \\\  дх /„,       V дх)^^>  1^\дд^ )м 

о 

о  о 

~*~\дх}^-}\  Щ^м  ~  Щ^/м' )    '^'^[дх  ),п>  ^  V  \д^^м  ~  \дд^)1['    '^  "^ 
о  о 

о 
и  две  аналогичные  Формулы  для  разностей  Функций 

дх        дх 

Обозначая  знаком  [({х,  у,  ^,  Щ  абсолютную  величину  разности  между 
значениями  Функции  /"в  точках  т  и  т\  находим: 

ЗБ' 


:1]<[|]^*[|]«-[|]^-й 


откуда,  рассуждая  как  в  конце  параграфа  7-го,  получаем,  вспомнив  Фор- 
мулы параграфа  10-го: 

I  дх]       (1  —  ЗВ)2       (1  -  ЗБ)3->^ '     I  (?»/ ^       (1  —  ЗБ)з-^  ' 
Цд0_\       (1  — ЗБ)з->' 


—  30  — 
Обозначив  отношение 

одной  букво11  О,  из  Формул  параграфа  12-го  имеем: 

^ЬсоъNx]^[совN^,\Ш    -^  [сов  Кд,]Ш    н- [соз  Л^дЛ  1^1 

-*-  I С05  Кя,и,  [I]  н-  I С08  Л'дз  \м'  [^]  -н  I С08  N9,  \  ,,  [^] 
и 

[О  С08  №]  <Ег-^^^-*-  у^_|^<  Е,р-^ 


где 


Е  \/3  Б     \ 


1        \1  —  ЪВ'   {1  —  ЗВ)',1     (1— ЗБ)1-^ 
так  как 

[соз  Кд^]  =  2    8Ш  ■  ^^    — ^-'     зт    ^^    — ^  <  2  •  —г—  =  Е;^  '■. 

Также  получим: 

[8  соз  Nу]  <Е^р'~\     [О  соз  N2]  <  Е,  р^~^' , 
Далее  из  Формул  параграфа  12-го  имеем: 

О  соз  Кх  =  соз  N^^^  -+-  соз  Л^^^  (-^}  —  1 )  -н  соз  Кд^  -~  -+-  соз  N^д  -^  — 
где  —  1  <  д^  <  и-  1 ,  так  как  выражение  вида 

а1ч-ь-п-*-сС   при   ^2 н- •/)2 -+-::«  =  1 

заключается  между 


Также  получим: 

Осов*,  =  со.Ж,.-..».у/(|)'^(|-1)^(|.)' 


«-*'^=»*«.-».уШЧ1)Ч1^ 


—  31    — 
и,  рассуждая,  как  в  параграфе  10-м,  находим: 

9>1-г', 
где 

г 


откуда 

Обозначая  через  2У'  направление  норма-ии  в  точке  т',  а  через  6'  зна- 
чение 9  в  этой  точке,  из  выведенных  выше  Формул  имеем: 

6'  008  К'Х  =  е  С08  ЛЖ  -I-  &!  Е^  р^"^,       6'  003  К'у  =  6  008  N7/  ч~  да  Е^  р^"^, 

Из  последних  Формул  ясно,  что  отрезок  длины  6',  расположенный  на 
нормали  2У',  может  быть  трактуем  как  замыкающая  двух  отрезков:  отрезка 
6,  расположенного  на  нормали  К,  и  отрезка,  проекции  которого  на  осп 

д,Е,р^-\     дзЕ,р^-^     ^зЕ^р^-^ 
Обозначая  через  X  этот  отрезок  и  его  длину,  имеем: 

Х<\/ЗЕ^р^-\ 
Если  а  угол  между  направлениями  ^  и  2У"',  то  (черт.  4) 

81п  2У"Л'''  :=  —  8т  а 
о 

г.  1 

Л,  считая,  что  В  меньше  -—  > 

|8^п^^^V'1<|<%=|^)Е,р-^ 

Отсюда, 

3(1 -ЗБ)        ,_,, 
<     1_6Б    ^1? 
И 

(12)  (Ж^')<Яр^-\ 
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где 

3(1—31?),, 

Из  неравенства  (12)  вытекают: 

[С08  Nx]  <  Н?'-'>',     [со5  ^V7/]  <  Яр^-^     [со8  2Уг]  <  йр^-^ 
14.  Проведем  в  точке  М{д^°,  д^",  д^)  границы  пространства  {О)  линию- 

(13)  3,  -  з;  =  ?  (гз)  -  ?  Ю,  ?. — ь'  =  ^  (Зз)  -  Ф  (Уз")- 

Линии  (13)  в  иространстве  (Н)  соответствует  линия,  проходящая  через 
точку  1п{х^,  Уд,  г^,  соответствующую  точке  М,  ур-нию  которой  можно 
дать  вид: 

(13')    ж -Хо  =  ?,-?/ -4-Х,  У~%  =  Яг-Я2-^^1  ^-^о  =  Я8-1з°-^^у 
где 

(14)  х= |(«(г„ из,  Зз.  ^)— «(зЛ  гЛ  Зз". ^)) «^^^    У=  }  {^—у,)ат, 


',=     (ю  —  %)Л':, 


подразумевай  под  д,,,  д^,  д^  числа  (13). 

Положим,  что  координатные  оси  в  пространстве  (Н)  одинаково  напра- 
влены с  осями  пространства  {^). 

Возьмем  па  линии  (13)  точку  МХд^,  и^.Ч^,  на  линии  (13')  соответ- 
ствующую точку  т\х,  у,  г)  и  сравним  направление  МЗГ  с  направлением 
тт'. 

Отрезок,  проекции  которого  на  оси  координат  равны 

х  —  х„,     У  —  Уо,     г  —  г^, 

можно  трактовать  как  замыкающую  двух  отрезков,  проекции  на  оси  ко- 
торых : 

Зх  — ?Л     Ч,  —  Ч,\     Ь  —  Я'     и     Х,7,2. 

Положим 


.==^(г.-з,7н-(д,-д,Т-н(з,-з,%    >»=^Х^н-Г^ 


/.к 
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Из  Формул  (14)  имеем 

\Х\<\/ЗВ1;     \Г\<^ЗБг,     \2\<\/гВг 
и 

г'<гБг. 

Если  8  угол  между  направлениями  М31'  и  тт',  а  а  угол  между  на- 
правлениями тт'  и  г",  то  (черт.  5) 


81П0  =  — 81па,       8)П§<;  —  <С  35. 


Если 


(15)  35<5т|-, 
то 

л    ^    со 

Условие  (1 5)  ограничивает  В,  таи  как  51п  ^  не  превышает  -^ ;  мы 
уже  предположили,  что  2?  <  -  ;  в  дальнейшем  мы  будем  считать,  что 

(16)  В<±. 

При  таком  предположении  о  В  достаточно  считать,  что 
со  >  40°,     Е(?о^-'^  <  0,65, 

что  мы  и  условились  уже  делать. 

Заметим,  имея  в  виду  дальнейшее,  что  угол  со  превзойдет  65°,  если 
мы  в  два  раза  уменьшим  Ес1^^~  . 

Касательным  к  границе  (0)  соответствуют  линии,  касательные  к  гра- 
нице (Е). 

Вообразим  себе  касательную  плоскость  к  границе  (^)  в  центре  сФеры 
условия  (у)  п  касательную  плоскость  к  границе  (Е)  в  соответствующей 
точке,  а  также  прямую,  расположевную  в  плоскости,  касательной  к  границе 
( ^),  и  перпендикулярную  к  линии  пересечения  плоскостей.  Этой  касательной 
к  границе  (0)  будет  соответствовать  кривая,  касательная  к  границе  (Е),  и 

угол  а  мея?ду  этими  касательными  будет  меньше  ■^;  значит,  угол  между  ка- 
сательными плоскостями  будет  подавно  меньше  --  5  и  нормали  в  этих  соответ- 
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ствуюищх  точках  будут  наклонены  друг  к  дру17  под  углом,  меньшим  - 
(черт.  6). 

Отсюда  ясно,  что  прямая  (1),  проходящая  через  точку  7п  ил  границе 
(Е)  и  параллельная  нормали  в  точке,  соответствующей  центру  сФеры  ра- 
ди^'са  (/о  в  пространстве  {^),  имеет  в  пространстве  {^)  соответствующую 
кривую  (2),  целиком  лежащую  внутри  конуса  с  углом  расстворения  2и), 
вершиной  в  Ж  и  осью,  параллельной  нормали  в  центре  СФеры  условия  (у). 
Но  такая  линия  пересекает  границу  внутри  сФеры  только  в  одной  точке  М. 
Значит,  и  указанная  прямая  пересечет  границу  (л)  только  в  точке  т,  и  гра- 
ница (Е)  удовлетворяет  условиям  А.  М.  Ляпунова  (черт.  7). 

Сфера  радиуса  <?„,  описанная  около  точки  М„  на  границе  {^),  преобра- 
зуется в  поверхность,  расстояния  точек  которой  от  точки  т^,  соответ- 
ствующей Л/(,,  не  меньше  с1^{1  —  о  В). 

Следовательно  за  СФеру,  заменяющую  сФеру  (й„)  пространства  (0), 
можно  в  пространстве  (Е)  брать  СФеру  с  радиусом 

(1  =  с1д{\  —  '6В). 

Мы  будем  считать,  что  (1^  настолько  мало,  что  угол  между  нормалянш 
внутри  Сфер  радиуса  и  в  пространстве  (Е)  во  всяком  случае  не  превосходит 

^  и  соблюдено  неравенство 

(17)  ЯЙ^-^<0,5, 

при  котором  угол  (X)  больше  50°. 

15.  Во  всем  дальнейшем  множители,  не  зависящие  от  /  при  условии 
(16)  и  не  зависящие  от  выбора  Функций  (4)  и  вида  Функции  А,  мы  будем 
безразлично  обозначать  буквами  а,  Ъ,  с,...,  иногда  снабжая  их  значка»ш 
и  оставляя  за  собой  возможность  все  такие  множители  в  неравенствах  за- 
.менять  большим  из  них. 

Например,  соотношение  параграфа  10-го  мы  можем  написать  так: 

понимая  под  а  число  -^  ■ 

Подобно  этому,  соотношение  пар-Фа  10-го  запишем  так: 

р  <  аг,     г  <  1)3, 
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считая 

4         ,  3 

соотношениям  параграфа  13-го  дадим  вид 
где 


«,  =  (|У-,      6,=  \/з(|Г,     с  =  6 


ц  так  далее. 


ГЛАВА   ВТОРАЯ. 

Лемма  о  вторых  производных  объемного  интеграла. 

1.  Положим,  что  около  точки  Ж'"'  границы  пространства  (Н)  описана 
Сфера  радиуса  с1. 

Рассмотрим  область,  ограниченную  границей  и  поверхностью  СФеры, 
по  одну  сторону  от  границы  и  распространим  в  интеграле 


(1)  Р==/^' 


'им 

где 


интегрирование  по  этой  области,  обозначая  ее  через  (В). 
Составим  сначала  первые  производные  от  Р  по  х,  у,  г. 
Мы  имеем: 

где  последнее  интегрирование  распространено  по  поверхности,  ограничи- 
вающей область  (В). 

Возможность  приложения  примененной  элементарной  Формулы  к  рас- 
сматриваемой области  вне  сомнений,  хотя  элементарный  вывод  ее  предпо- 
лагает, что  прямые,  параллельные  оси  ОХ,  пересекают  границу  в  конечном 
числе  точек. 

Было  установлено,  именно,  в  параграфе  2-м  первой  главы,  что  на  нор- 
мали поверхности,  удовлетворяющей  условиям  А.  М.  Ляпунова,  можно  по- 

5* 


—   36  — 

строить,  как  на  оси,  конус,  обладающий  свойством:  прямые,  параллельные 
прямым,  проходящим  через  вершипу  и  расположенным  внутри  конуса,  пере- 
секают поверхность  внутри  СФеры  {с1)  только  в  одной  точке. 

Выбрав  три  такие  прямые  за  координатные  оси  и  применив  элемен- 
тарные Формулы  к  преобразованному  ннтегра-чу,  мы  по  возвращении  к  ста- 
рым переменным  получим  Формулу  (2). 

Таким  же  образом  получим: 

,„,  дР  С  сов  N4  ,  дГ  Г  сов  N2, 

2.  Если  точка  М{х,  у.  г)  не  лежит  на  границе  области  (I)),  то  в  ней 

^Р  С  сов  Ж/'  С05  гх    , 

-М  =  -] 7^ ^^^' 

^Р  г  С08  Ж>-  С08  Г(/     ,  С  СОЯ  Кх!  008  ГХ    , 

Шу  =  -]  ^ ^^"  =  -] ^ ^"' 

д^Р              Г  008  Кх  С08  гг   ,               Г  ооз  Ш  соз  гх  , 
(3)  Ш-г  =  -]  7^ ^'^  =  -}  5^ ^'^ 

д^  Р  С  008  N1/  008  гу    , 

"5/ =-^  — > — ^'^' 

д^ Р ГсовКусовгг^   Г  созЛ^хозг^  , 


дудг 

^  Р  Г  соз  Кг  соз  гг 


аа. 


Под  знаками  интегралов  (3)  нельзя  вместо  координат  точки  М{х,  у,  г) 
подставить  координаты  точки  на  границе. 

Введем  в  рассмотрение  числа,  которые  мы  будем  называть  значениями 
вторых  производных  от  Р  по  X,  у,  г  на  границе  и  обозначать  знаками 

1А^  (^Р\     1^Р\     1^Р\     /д^Р\     /^Р\     /д'Р\ 

(^)  [-М)'  [-Щ,)'  [дШ)'  [1у'Г  1^Г  \'^Г 

отличая  их  от  чисел,  обозначенных  нами  знаками 

под  которыми  мы  условились  понимать  пределы,  к  которым  стремятся 
функции  (3),  когда  точка  Ж  стремится  к  точке  М^  на  границе,  и  существо- 
вание которых  мы  установим  в  этой  главе. 
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3.  Возьмем  на  границе  точку  М^{х^,  ^/о  ■^о))  расстояние  которой  от 

точки  ЪР  не  более  ->  и  перенесем  в  нее  начало  координат,  выбрав  за  ось 

Жо  2°  норыа.11Ь  к  границе  в  точке  Жд  и  направив  оси  М^  Х°  и  31^  Т°  как- 
нибудь  в  плоскости,  касательной  к  границе  в  М^. 

Косинусы  углов  между  старыми  и  новыми  осями  даны  таблицей 


Х" 

уо 

^« 

X 

«1 

а„ 

«3 

т 

^ 

К 

К 

2 

^1 

<^2 

«3 

Если  для  определенности  мы  положим,  что  Р"  значение  Р  в  новых 
координатах,  то  предполагая,  что  точка  не  па  границе: 


с. 


(А.       А 


д        \«/    д    , 


ду^ 


4.  Рассмотрим  числа 


,./<?2р''\ Гсо8Жс"со8Го2У;   ,       /о^рох /"со8-;Уг/°со8?-о^°  ^ 

^-Р°  '\—         г  соз.Уу''со8>о.Уо  /^!^\        ГС05.2У.У«С05Го.гУо 


где  Го  расстояние  от  точки  Жц  до  переменной  точки  на  границе  области  (В). 

Интегралы,  стоящие  в  правых  частях  равенств  (6),  все  абсолютно 
сходящиеся. 

Действительно,  в  первых  пяти  из  них 


так  как 


I  соз  Nx^'  I  <  ЯГо^-\     I С08  N^/  \  <  Нг^^-^, 
со8^VоЛ°=:0,     со8  2\/о?/''  =  0. 
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Если 

г:=<р(^,») 

ур-ние  границы  вблизи  точки  71/„,  то 

■(  ()у  С08  N0^  д(^  со?:  ]^^ 

причем,  конечно,  все  эти  равенства  действительны  пока 

Так  как  числители  последних  дробей  равны  нулю  в  точке  Жд,  как 
только-что  указано, и 

(7)  С08Л^^^„>^-, 

ибо  внутри  Сферы  (с/),  как  мы  условились  в  параграфах  1-м  и  14-м  главь> 
первой,  угол  между  двумя  нормалями  всегда  меньше  60",  то 

И 

(8)  |-(:|  =  |<р(^,71)|  =  |<р(Н,п)-ср(0,0)Н 

где  р  проекция  Гд  на  плоскость  З/д  Х°  Г",  а  г^^  расстояние  от  Ж^  до  точки 
М'^,  расположенной  между  точкой  Мд  и  переменной  точкой  М{^,  •г\,  \),  про- 
екция которой  на  плоскость  Ж^Х"  У  лежит  на  отрезке  р. 

Так  как  хорда  Ж^Л/^  пересекает  грашщу,  то  цока  расстояние  >\ 
меньше  (7,  хорда  лежит  вне  конуса  с  углом  растворения  2со,  построенного 
на  нормали  вЖ^  как  на  осп.  Значит  угол  а  между  ^^  и  плоскостью  М^  Х"  У" 

менее  ^  —  со,  и  косинус  этого  угла  а  больше  8ш  со,  то  есть  согласно  с  пред- 

пологкением  17-м  параграфа  14-го  главы  первой,  больше-.  Значит,, 
если  р^  проекция  1\  на  плоскость  Ж^  Х°  Г",  то 

г.  =  -^  <  2р.  <  2р 

и  Формуле  (8)  можно  дать  вид: 

(8')  1^1  <  2  \/1  •  2^-'-  Яр*-''  =  аЯр''-\ 
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откуда: 

'о  'о  Р 

так  как  р  <Уо,  как  проекция  »„. 

Переходя  после  этих  замечаний  к  оценке  интегралов  (6),  поместим  на 
плоскости  МдХ"  У  систему  цилиндрических  координат  с  полюсом  в  М^ 

и,  описав  около  точки  М^  в  плоскости  М^  Х°  Т"  круг  радиуса  -  ?  ве^шолним 

сначала  интегрирование  по  этому  кругу. 

Для  первых  пяти  интегралов  получим  интегралы  меньше 


так  как 


С08  2УЖ    ^     г     1       . 


Изучаемая  часть  последнего  интеграла  вследствие  (9)  абсолютно  меньше 


Г^Р^'  <  2  аН^  1^^:^  <  4и  «я/?^  =  ^ 


Если  точка  М  не  лежит  на  границе  (Е),  а  на  поверхности  полусферы, 
или  если  она  лежит  на  границе,  но  проекция  ее  вне  рассмотренного  круга 

радиуса  - ,  то 


*'о>Т- 


Значит,  каждый  интеграл,  взятый  по  остальной  части  границы  области 
(I)),  меньше 


!/ 


так  как  интеграл,  взятый  по  оставшейся  части  границы^  меньше  тЯ^,  пло- 
ш,ади  большого  круга  сФвры  (й),  а  интеграл  по  части  сФеры  меньше  АЫ^, 
ее  поверхности. 
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Окружим  точку  Жц  в  плоскости  3/д  Х"  Г"  какой-нибудь  замкнутой 
кривой:  для  нас  имеет  интерес  только  окружность,  центр  которой  вЖ^  или 
не  в  пей  —  потому  этот  случай  мы  и  будем  подразумевать. 

Построив  цилиндрическую  поверхность  на  этой  кривой  с  образующими, 
параллельными  нормали  к  границе  в  М,,,  мы  вьфежем  на  границе  замкнутую 
кривую. 

Вынув  из  границы  области  [В)  площадь,  ограниченную  этой  кривой, 
и  распространяя  интегрирование  по  оставшейся  поверхности,  мы  можем 
писать: 

Г  005  .№;"  С08  ^(,N|^   ,    Г  соз  ЖЛ'о  соз  г^  х*   ,         Г  сов  8у°  , 

( ■  С08  Лц"  008  »•„  ^^'п     ,  Г  С05  ^^Ж  005  Г„  ?/"    ,  Г  С08  бх"    , 

Например,  для  первого  из  равенств  (9),  имеем: 

Г  С08  Л^х"  005  Гд^,,    ,    Г  I 

^         'о  ^ 


(9) 


г  С08  Л^х"  005  »•„  Nп    л  г  С08  ЖУр  005  Гд  х"    , 


где  знак  (/)  временно  обозначает  значение  Функции  /"  на  поверхности  и  где 
с1а^  элемент  площади  круга  в  плоскости  31^,  Х"  Г",  по  которому  выполнено 
последнее  интегрирование. 

Заметив,  наконец,  что  о  сходимости  интеграла 


Р 


005  ЛУ  С08  Гц  х"    , 


МОЖНО  сказать  все.  что  было  сказано  об  интеграле 
вследствие  абсолютной  сходимости  этих  интегралов  и  равенства 

Г  008  Кх"  008  Г11°    ^  Г  С08  Л'о"  008  Г.)*     , 

^ ^,г-^а^  =  \ '-, аа, 

меняем  писать: 

,  Г  С08  ЛУ  008  >•„  г/  ^^^  ^  Г  С08  ^УУ  С08  Гр  ж°  ^^ 
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5.  Подставляя  в  правые  части  Формул  (5)  вместо 
^а+р+т  ро 

числа  (6),  мы  и  получим  числа,  обозначенные  нами  знаками  (4) : 


(10) 


"^^^^-^ 


=  1^„а,-^-па.--^„«з)  [-^А^-^^^-^'Ь^^)  (^^^х-^^о^^^^о^з)  Р' 


&/  ^ 


Чтобы  по  данному  правилу  составить  числа  (4)  для  другой  точки 
Ж^(ж^,  у^,  г;^),  расположенной  на  границе,  надо  составить  Формулы  для  пе- 
рехода к  системе  координат,  в  которой  ось  М^^  нормаль  Л''^  в  точке  Ж^, 
а  другие  две  оси  расположены  в  касательной  плоскости  к  границе  в  Ж'^ . 

Найдя  косинусы  углов  со  старыми  осями  этой  новой  системы 


X' 

г 

^' 

X 

< 

< 

«'з 

т 

ь; 

к 

к 

2 

< 

< 

< 

вычислить  числа 


\_      Г  со5.Ул;'созг1а;'    ,       I  д^'Р'  \  С  С05  Ш' соз  г^у    , 

/~~^  г,^  '^'    \дх'ду')~     ^  V  *^' 

(6^  (5го)=-] — ;? — ^"' ^^^=^-^ — 5^? — '^'' 

/д^Р'\  Г  сов  Жу  С05  гЖ    .      (сЙР'\  Г  о.о&Ш^с^а^г^Н^  . 

\-щ1'Г-} — ^? — ^^"'  ы)=-^ — ^^? — ^' 

и  применить  Формулы 

/  (}«+Р  "-т  р  \  _ 

(10')  \^^^^^^/1~ 

в  Формулах  (6')  г^  расстояние  от  точки  Ж^  до  переменной  точки  на 
границе  области  {В). 


42  — 


6.  Если  таблица 


X' 

г 

у/ 

Х" 

< 

<     < 

2-0 

К 

К 

к 

2;» 

С,0 

0.' 

с.' 

дает  косинусы  углов  между  ося»ш  с  началом  в  Ж„  н  осями  с  началом  в  Д/"^, 
то  в  силу  элементарных  тожеств,  дающих  зависимости  между  коэффициен- 
тами Формул  преобразовашш  координат,  применение  Формул  (10')  можно 
заменить  следующим: 

Вычислить  числа  по  Формулам 

V  дх^  ду<>  д^  Л       V  дх'  "^  ~*~  д^^  "'^     '   дз' 

<'"  (^^.-^ 

и  подставить  их  вместо 


7«. 


\дх'  ^ 


ду 


'Х'- 


д       \1^ 


7'', 


дхЧу^дгО 


-с 


в  правые  части  Формул  (5). 

Вследствие  этого,  доказывая  непрерывное  изменение  чисел 


,дх<'ду^дг< , 

С  изменением  положения  точки  на  поверхности  п  исследуя  характер  этой 
непрерывности,  можно  ограничиться  сравнением  одноименных  чисел 

/    ^+3+7  ро     ^  /     (}:ч-&+-гро    ^ 

\  дx^>'^  д1/^  дгО-<  /      "      V  дх<^  д>/^  дл'''!  К ' 

Приступая  к  этому  сравнению,  мы  для  упрощения  письма  будем  отки- 
дывать значок  (0)  у  букв,  соответствующих  координатной  системе  с  началом 
в  Жд,  что  соответствует  предположению,  что  данная  система  координат 
совпадает  с  той,  нача-ю  которой  в  М^. 

7.  Вследствие  произвольности  выбора  направлений  осет1  М^Х  а  М^У 
можно  ограничиться  сравнением  чисел 


(12) 


[  г)х^ 


\       (^Ш-Х       (^^\       /^-Р\ 
)'     [дхду)'     \дхдг)'     \дг') 
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^^^'^  [дг'),'     {дхду},'     \^Ш),'     [дг^),' 

Обозначал  буквой  2  расстояние  между  точками  М^я  М^,  мы  дока- 
жем, что  разности  между  соответственными  числами  все  абсолютно  меньше 
числа 

(13)  аа^-\ 

где  а  некоторое  постоянное. 

8.  Опишем  около  точки  М^  в  плоскости  Жд  X  У  окружность  радиуса 
2о  и  построив  цилиндр  на  этой  окружности  с  образующими,  параллельными 
нормали  Лд ,  вырежем  этим  цилиндром  из  границы  некоторую  площадку. 

Возьмем  все  встречающиеся  интегралы  по  этой  площадке  и  докажем, 

что  все  они  по  абсолютной  величине  меньше  числа  (13). 

Все  необходимое  для  интегралов  (12)  выполнено  в  параграфе  4-м;  надо 

с1 
только  рассмотренную  там  окружность  радиуса  -  заменить  окружностью 

радиуса  2§,  и  можно  сразу  написать,  что  значение  первых  трех  интегралов 
(12)  абсолютно  меньше 

1^(2§)-\ 
а  значение  последнего  абсолютно  меньше 

^(2§)^-\ 

9.  Переходим  к  интегралам  (6'),  к  которым  мы  присоединим  еще 
интеграл 


(е-,  -^• 


С08  ]^у'  СОЙ  Г,  х' 


С1(7. 


в  первых  5  из  них  и  в  (6")  первый  множитель  под  знаком  интеграла, 

С08  Ш'  пли   С08  Nу', 

абсолютно  меньше 


—  44  — 

Если  §0  расстояние  проекцпл  Л;  точш  М^  на  плоскость  31^  X  У  от 
Т0Ч1Ш  Мд,  то  йд  <  8,  и  окружность  радиуса  38,  оппсаннаи  около  Л^^,  охваты- 
вает окружность  радиуса  2 о,  описанную  около  М^. 

Если  р1  проекции  7\  па  плоскость  М^Х  У,  то  р^  <  >\. 

Значит,  каждьп!  нз  рассматриваемых  интегралов  абсолютно  меньше: 


38     27Г  85     2л  38 

0     0  ^  о      о        '  о    ^^^ 

Остается  последний  из  интегралов  (6'): 

/соз  .УУ^  005  >\  К^    ^ 
^? 

Применяя  неравенство  (9)  параграфа  4-го  имеем: 

|со8г^Л^1|<аЯз;,^~'^, 

где  р^  проекция  )\  на  плоскость,  касательную  к  границе  в  точке  Ж^ . 
Так  как 

яз  последнего  неравенства  заключаем,  что 
1  соз  ^1 77^  <  аЯ»*! 
и  что  последний  интеграл  абсолютно  меньше 


1— л 
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о'    0^  ^^'  Л"''  ^о'^'       '-' 

10.  Приступаем  теперь  к  изучению  разностей  между  чисчами  (12) 
я  (12'),  считая,  что  все  входянще  интегралы  взяты  по  части  границы 
области  (I)),  оставшейся  после  удаления  из  нее  изученной  уже  площадки. 


—  45   — 
Замечаем  прежде  всего,  что  замена  в  выражениях 


I  д^Р'\  (  &'Р'  \  ,  а^Р'\ 

,  (  ^Р'\  ,  /  д''Р'\  ,  /  д^Р'\ 

/  д^Р'\  I  сРР'  \  (  д^Р'\ 

(  д^Р'\  (  д^Р'\  I  д^Р'\ 

^1  ^Лдх'ду')~*~^^  ^'  \  дх'д/)~^^^  '^А  ду'дг'}' 

входящпх  в  состав  тех  Формул  (11),  которые  дают  интегралы  (12'),  инте- 
грала 

С  С08  Жх'  соз  г,  у'    , 

.      ] — ^г^^^ 

через 

/соз  Жу'  соз  г,  х'   ,    Г  соз  Nу'  соз  г,  ж'      Г  соз  Nx'  соз  г,  у'   , 

(25)  (23) 

где  добавочные  слагаемые  оба  вида  (13),  а  интегралов 


/соз  2Уа;' 008  г,  Ж    ,       Г  соз  2^м' соз  г,  Ж   _, 


через 


/соз  ЖД  соз  г,  ж'  г  сов  зу'  ,        г  совNЖсо5^,у'  Гсовзх'   , 

вмеет,  между  прочим,  следствием  прибавление  слагаемых 
(  Г  соз  яг/'  7  I  Г  соз  зх'  ^  I 

?      (       7     г  соз  8у'  -,        ,     г  соз  зх'  ,  ) 

^       /  (  ГС08  5и'   ,  ГСОВЗХ'    ,    ) 

(  г  соз  зу'  ,  г  соз  5Ж'   ,  ) 


в  которых 


йд!  =  |со8^V^  ж]  <  Я8^  ,  так  как  со8  2Уоа;  =  О, 
с^  I  =  I  соз  2^д  ж' I  <  Ш^"^,  так  как  соз  Л^^  ж'  =  О, 
Сд  I  =  |со8 1Уц  ?/'|  <  Я§'~^,  так  как  соз  2У^^'  =  0. 


—  40  — 
Интегралы 


^^с^8    п  ^'-^<^з 


ограничены. 

Распространяя  интегрирование  по  окружности  в  плоскости  М^  X  Т, 
дадим  им  вид: 

рС08(р^?  |''р^Ш<р(7!р  „^ 


Г  р  008  (р  (19  I' 


? 
'1 

О  о 

и  в  них 

Действительно,  если  З^  проекция  о  на  плоскость  М^Х\: 
Так  как  (черт.  8) 

р1>2§  —  8о,     то    ?1>0 

И  значит 

Вследствие  этого,  группы  слагаемых  (14)  все  вида  (13). 
Но 

С08  Кх  =  а^  со8  Nx'  -+-  а^  соз  Ку'  -+-  а.^  соз  Л''Л'^ , 

С05  )\  а;  =  а^  С05  г^  ж'  и-  а„  соз  ^^  у'  -+-  а,  соз  г^  Л^! 
соз  Ку  =  \  соз  Ш'  -+-  ^2  соз  Ъ1у'  -н  Ь^^  соз  2У"Л'1 , 
соз  г^  у=^\  соз  г,  ж'  -н  \  соз  ^^  ?/'  н-  Ьд  соз  »'1  -^1 

соз  N2  =  С^  соз  Ш'  -+-  Сз  соз  Л^;?/'  -+-  Сд  соз  ^^^'^ , 

соз г^г  =  с^ соз  г^ ж'  -4- с^ соз ^^ ?/' н- е., соз г^ Л^! . 

Вследствие  этих  соотношений,  суммы  оставшихся  слагаемых  в  выра- 
жениях (11)  обраш,аются  соответственно  в 

Г  соз  Nx  008  г,  ж  ,         С  соз  Л'^;  соз  г,у   ,         Г  соз  Кх  соз  г^  Л",,  , 

] ^~^'^^'     .1  ^' '     ^  '^' ' 

(15) 

Г  со?  АТЛ'о  соз  )\  К^   , 


—  47  — 

где  интегрирование,  конечно,  распространено  по  границе  области  (2))  без 
площадки,  вырезанной  цилиндром,  построенным  на  окружности  (2§),  и  нам 
предстоит  изучать  разности 


(16) 


Г  ,  ^     I    С08  Гг.Х  008  г,  ж   1    ,       г  -  -       (    008  Г„  У  С08  Г,  «    |    , 

^  со8Лх|— ^:-з^ ^"1      V  ^^'         \~^ ^1 

Г         ,г    1со8г„Д,       созг,  Ж|    ,        г  д,,^    (С08Г„Д,        С08>-,  Ж)    , 


в  которых  интегралы  взяты  по  только -что  указанной  области,  так  как 
искомые  разности  отличаются  от  (16)  на  члены  вида  (13). 

Опишем  около  точки  М^  в  плоскости  Ж^ХУ  окружность  радиуса  -) 

построим  на  этой  окруншости  цилиндр,  с  образующими,  параллельными  нор- 
мали в  Жц,  и  возьмем  интегра-иы  (16)  сначала  по  кольцевидной  области, 
вьфезанной  этим  цилиндром. 

11.  Так  как  г^,  г^  и  §  образуют  треугольник,  то 

?•„  — 0<Г^<Го-+-й. 

С  другой  стороны,  для  точек  рассматриваемой  кольцеобразной  области 
и,  значит, 

(17)  ^^-<^:^^<4'    ^>'^^^>\^    ^<2. 

'•о     ^0      2    »о     Го      2    Г1 

12.  Изучаем  сначала  первые  три  разности  (16).  Пишем 

С         ,т     1  С08  Гп  X         соз  г,х\    , 

/ЦТ     С08  Гп  Ж  —  соз  Г,  Ж    ,           Г         -,                  (1          1  )   , 
соз  Nx ^ 5 ^^—  Л(7  -н      соз  ^х  соз  г,  а;  <  — ^ г  >  аа 

и  таким  же  образом  преобразуем  две  остальные. 
Рассматриваем  первые  интегралы. 
В  них 

I  соз  Л'ж  I  <  ЯГд^"^ 

I                                  ,        \(  дг\           /  дг\    I    ^  2\/3  §     .  4  '/З-^ 
созГрЖ  —  С08Г,  а;=     -к-      —    -г-        < ;— < 
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где  г'  расстояние  от  М(^,  т„  ^)  до  некоторой  точ1\И  М'  между  Мо  а  М^; 

2 
так  как  вторые  производные  от  г  меньше  по  абсолютной  величине  чем  — 

г 

и  вследствие  того,  что  расстояние  от  Ж'  до  М^  меньше  о: 

'о  ''о  2  г    ^ 

Такие  же  неравенства  справедливы  п  для  двух  остальных  разностей 

С08  Гд  у  —  СОЗ  Г^  у,       С05  Г^  М^ С08  Г,  ^Vд 

и  вывод  отличается  только  тем,  что  одно  дифференцирование  по  х  заме- 
няется дпФФеренцированпем  по  у  и  по  г. 

Следовательно,  каждый  из  рассматриваемых  интегралов  абсолютно 
меньше 

1  Л 

4V/з8я|^:^^<8VзгЯ^    |^"Р^<8^3.2::.5Я|^  = 

25      6        "  2о    ^ 

^16у/3-Я^  1_1 1_| 

Из  написанного  неравенства  ясно,  что  1шгегралы  вида  (13). 
В  оставшихся  трех  интегралах,  вследствие  (17): 


(18)                             р.-;^ 

'о  ч 

<^         8 

^0 

Вследствие  этого  каждьп!  из  них  меньше 

и  опять  вида  (13). 

сгя  ^'■"'.^'^ 

13.  Остается  изучить  разность 

/008  .УУд  005  Гд  .Уд     ,  Г  СОЗ  NN(,  008  Г^Щ    ^     

/чтткг                иг     I    1            1   1    ;             Гс'05  ^V^V„  {С08  Г„Ж  —  СОЗ  г,  Ж}   , 
со8  2У^оС08Го^Уд  |___|с/<т^-^  ^-^ ^^ ^—^Ла. 


—  49  — 
Мы  имеем  по  (9)  и  (18): 

'^О  го  ^1   \  'О 

Следовательно,  первый  интеграл  абсолютно  меньше 


'Ъ     2-х 

„1-Х  „  г1г,  Лп.  .  Г  лЗ-Х 


28     о  "  28 

„>  Г   йр         а,  Я8  I     1  II 


(28)^ 

т.  е.  вида  (13). 

Приступая  ко  второму,  оценим  разность 

С08  Гр  ^Уо  —  соз  г^  Ж^. 

Кмеем 

005  Г.  Д.  —  соз  г^  Ж  =  -^ -^ 1  =  -^-^ — ^^^ ^^-^  =  -^^ — ^  -+•  -^ 

0      0  ^      '^        »-о  »-1  г^г^  ^0         ^1  ''г 

Так  как 


то  по  Формуле  (9): 


^    г,  — Гр!        2аД8-р1-^       2оЯ§ 


Обозначая  через  о^  проекцию  о  на  основную  плоскость  и  применяя 
к  точке  М-^х^,  ?/1,  ^1)  Формулу  (8'),  имеем,  так  как  Зо  <С  ^• 
3^|      2аЯ8о^      2аЯ8^ 
'•II  '•о  Р       ' 

При  всем  этом,  на  основании  (17), 


—  50  — 
Вследствие  всего  этого,  второй  интеграл  абсолютно  меньше 


28      о    °      "^  28      6 

_1С;^^|     1     _     1     ,  5,_,И  I, 

>•  1(2^)^        |^)М  I  25        /^у 

Т.  е.  вида  (13). 

Отметпм,  что  изученные  разности,  в  случае,  когда  мы  положим 

г?  =  й;8, 

где  к  некоторое  число,  и  заставим  о  стрелшться  к  нулю,  стремятся  к  нулю 
вместе  с  8  как  число  вида  (13),  т.  е.  останутся  ограниченными. 

14.  Для  оценки  разностей  (16),  взятых  по  оставшейся  части  области 
[В),  замечаем,  что  во  всех  интегралах  второй  множитель,  как  разность 

между  значениями  одноименных  производных  от  -  в  точках  М^  и  М^  меньше 

где  г'  есть  расстояние  от  точки  на  области  интегрирования  до  некоторой 
точки  М'  на  отрезке  М^М^.  Если  8'  расстояние  от  М'  до  Жо,  то 

о  <  о,     »•„  >  — 

Е 

г'>Го-3'>4-8. 

Вследствие  этого,  интег'ралы  по  оставшейся  области  абсолютно  меньше 

4^  •  5ясг2 


:Я^<|^ 


И,  значит,  при  данном  <1,  вида 

а8. 

Заметим,  что  в  случае,  если  мы  положим  (1  =  Ы  и  станем  прибли- 
жать к  нулю  вместе  с  о,  интегралы  останутся  ограниченньши,  именно, 
меньше  числа 


считая,  конечно,  А;  >  2. 


(-!-') 
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15.  Положим  теперь,  что  точка  Ж^  находится  на  нормали  к  границе 
в  точке  -Мд,  и  изучим  разности  между  интегралами  (12)  и  значениями 
интегралов 


(19) 


/С05  Кх  С08  ГХ    ,                     Г  С08  Жх  С08  Г«    , 
-2 ^^^,  —  ^  ;5 — <^^, 

/'соз  Nx  С08  гЖ  ,  с  С08  -^Д)  соз  )-Ж    , 

■) ;х -<^<^,  —) — -7^ -'^^ 


в  точке  Ж^ . 

Обозначая  попрежнему  через  о  расстояние  от  М^^  до  Ж, ,  оценим  зна- 
чения первьЕ  трех  интегралов  (19),  взятых  по  части  границы,  вырезанной 
цилиндром,  построенньш  на  круге  радиуса  2о  около  точки  М^  в  плоскости 
ЖоХГ(черт.  9). 

Теперь  р  есть  проекция  как  г,,,  так  и  г,  вследствие  чего 

р  <^- 

Повторяя  рассуждения  параграфа  4-го,  впдим,  если  (р^  угол  между  г^ 
л  его  проекцией  р: 

?о<|-  — '^^     С08сро>зтсо>у,     ^■о  =  -^^<2?' 
Значит,  интегралы  по  абсолютной  величине  меньше 

0    0  о      ' 

т.  е.  интегралы  вида  (13). 

16.  Составляем  теперь  разности  между  интегралами  (12)  и  (19)  и  берем 
сначала  интегралы  по  кольцеобразной  области,  описанной  в  конце  пара- 
графа 10-го. 

Разность  между  первыми  двумя  интегралами  имеет  вид 


^со8^Vж.[л|^^з  — ;^|^. 


где 

или  и.  =  ^  =  рсоз(р,  или  {л  =  у]  =  р8Ш(р,     [(х|<р. 

Замечаем,  что  неравенства  (17)  остаются  справедливыми  с  заменою 
г^  на  г;  следовательно, 

/  3  \2  3 

11         1  I       |(у  — >-о)(г^->->->-о-4-0|  ^  5  Ш  -^У^^  ^а'Ь 


(^1 
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Следовательно,  разности  между  первыми  двумя  интегралами  абсолютно 
меньше 

2а  Яо  Г  ?!о1±^1^Р^  =  2а'.27гЯ8ГР^<4а'7:ЯоГ-^  = 

25   о               "      .                                 28    "^  21   ^ 

_  4а'7гЯ8  I     1 1_\ 

Оценивая  разность  между  третьими  интегра.1ами 

— ^  С05  1Угг-^|^  — ^[йа, 

лолагаем  для  упрощения  [созЛ'ж!  <  1  и  видим,  применяя  Формулу  (8'),  что 
она  абсолютно  меньше 

2    27Г  2  , 

25   о  28  12/ 

Итак,  оцененные  до  сих  пор  части  изучаемых  разностей  все  вида  (13). 
17.  Остается  рассмотреть  разность 

Представляем  Р„  в  виде  суммы  трех  интегралов 

Р  —  Р  -\-Р  -*-Р   * 

где 

т.  с  лтлт     I  С08>-п2У' СОВГпЖ  С08  гЛ^ — С08  гД,  1    , 

Р,=      ^  со8^^2Уо  I ^ — —^ —^ ^2 ^■р^' 

С05  Т   ^ 

1 —  г/а  =  е  •  27С,    где  г= и- 1 ,  если  внутри  (Я)  первая  область, 

Е  =  —  1 ,  еаи  внутри  (Я)  вторая  область, 

С08г2У' 


/ 


— -5 —  б?о-  =  О,  ес1и  Ж^  вне  области  (Я)  (черт.  1 0), 
=  г  4т:,  если  Ж^  внутри  области  (Я). 


Ср.  Ыа(1атаг(1.  Ье^ош  еиг  1а  Лёопев  йе  опйез,  рр.  19 — 20. 
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Следовательно,  если  точка  М^  в  первой  области,  то 

или  Р^  =  2т:н-0  =  2тг,  или  Р^  =  —  2т:-»-4тс  =  21г; 

если  точка  М.^  во  второй  области,  то 

или  Р^  =  —  2:: -*- О  =  —  2г.,  или  Р^  =  2-  — 4г  =  — 2::. 

Итак, 

Р^  =  5  •  2тс,  где  г  =  1,  если  точка  М^  в  первой  области, 

г  =  —  1 ,  если  точка  М^  во  второй  области. 

Займемся  Р,.  Берем  каждое  слагаемое  по  области,  вырезанной  ци- 
линдром, построенным  на  круге  радиуса  2о  около  М^  в  плоскости  М^Х  Т. 
Полагаем  для  упрощения, 

1         ЛГАЛ!         }У'Л^1  !         7\ГЛГ| 

(20)  1 1  - соз Л^^о I  <  2  3111  ^  зш  ^\  <  2  8111  ^  <  (2^?^о)  <  Нг,^-\ 

Имеем,  как  выяснено  в  параграфе  4-м,  г^  <  2р. 

Так  как  г^,  пересекает  границу,  то  угол  а  между  г^  а.  о  больше  си 
(черт.  1 1 )  п 

Значит: 

28  2- 

о   о 

28  28 

О     ^  О     "^ 

23  21Г 

0     0  \2     I 

23  2ф  28 

4-2ЯГ   Г     ,     X     л    л     ^  1677 -21-'^  Я  Г  2_х, 

""  ~^~}    }  ''"         ?^Р^?  <  р )  Р     ^Р  = 

0     0  О 

а^      ,  (2§)^-^-  —  "^"  ^^~^    ^^-'^ 


§3(3 _1)    ^^""^       —     3— X 
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Беря  Р,  по  кольцеобразной  области,  введенной  в  конце  параграфа  1 0-го, 


пишем 


!  сов  Гд  З/'  —  сов  г.У|  <  2 1 81п  -^  <  (г  ГдХ  -|-  81п  (г  >-,0  <  а  —  1 


81П  р  =:  5т  (г  Гд)  =  —  81П  у  < 


Имеем : 

С08  Гп  N       со?  г  ЗГ 


С08^ 


1  111 


о  .V  .  ^  —  -^  [  Н-  ^  {  С05  Го  ЛГ—  С05  г  Л^}. 


Так  как  вместе  с  (17)  в  силе  п  Формула  (18): 


^_ 1_|        10Х 

имеем,  снова  пользуясь  упрощенным  неравенством  (20): 


Т     2г 


I  Г(1  —  со82Шо)-^  {со8  Го  2^—  С08 ^N] й(г  <  2 Еа?^  [    |>о'  ^Р<^р<^? 

а 

1    2г 


< 


28     О 
1б1гаЯ8(     1  _1_ 


р1-Ь>.  Л  |(28)А  (II 


||(1-со8Л2Уо)со8ГохУ|^,  — ^}й<7|<2-10Я8||'^ 


с{р  й(^ 


< 


25     О 


^  р«-  X         |(28)л       ,||л( 

Берем  интеграл  Р,  сначала  по  области,  вырезанной  цилиндром  на  круге 
радиуса  28: 

|со5Го2^ — со8Го^о|<^2    ■         " 


|Гс08^^Л^, 


|со8г2У' —  С08  г  N^1  <  2 
сов  ^„N — созг»  Д, 


2 
2 


<ЕгГ\ 

2В    2г. 


йа|<2я| /!:5^::^< 


<47^Я^^  =  ^^(28)^-^ 
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и  С08  2УаУо -2 ^■  ^^^|  <  2Я^    ^         у    ■  < 


< 


0     0  о 

-    (3-»§2   (20)       -ат     . 


Остается  интеграл  по  кольцеобразной  области  параграфа  10-го. 
Замечаем,  что 

С08»•о^V СОЗГцЖд  соз^^V" — созг^Уо  


(21) 


(Гр  С05  Гр  ■Л'" — г  С08  Г-У)  —  (»-о  008  Гд  .Уд — г  соз  ^N^) 

—  ^  ^- 

.  -нгд (сов Го  2^—008 Го ^У'о)  1^  — ^1  • 

Проектируя  отрезки  Гд  и  г  на  нормали  N  а  N0,  получаем: 

Гд  С08  Гд  Л^ Г  С08  ГЛ"=  §  005  (^Щ,),   ^о  соз  Г^  ^Уд Г  С08  ^N^  =  о, 

!  §  со8  2Щ,  —  3 1  <  28  1 8т  ^»  <  Я8го^-\ 

Пользуясь  тожеством  (21),  разбиваем  интеграл  Рд  на  два. 
Первый  по  абсолютной  величине  меньше 


"2    271 


"2       27С 


2Я8  / /^^±4*^  <  8  .  2Яг / /гЦг**  <  32,  В8 /^  = 


28   О 
327гЯ§(     1 1_ 


Второй,  так  как 

[сОЗГдЛГ С08ГдД^о|  '^  2    81П— |—   <  Нг^ 

абсолютно  меньше 

(2  а 


1-Х 


28 


_1___2^|       а[5 


2а' Я8 


'/Г-^^<-'Ч^<"-г1р?-(| 
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За»1етим,  что  все  сказанное  о  рассмотренных  разностях  остается 
в  силе  и  тогда,  когда  «?  =  А;8  и  стремится  к  нулю  вместе  с  8.  Разности  стре- 
мятся к  нулю  и  остаются  ограниченными. 

18.  Все  сказанное  в  параграфе  14-м  применимо  к  разностям  между 
интегралами  (12)  и  (19),  взятыми  по  остальной  части  области  (В). 

Итак,  разности  между  производными  от  Р  в  точке  на  нормали  в  М^ 
и  числалш  (12)  для  первьп:  пяти  производных  вида  а§^~^,  а  для  последней  — 
вида 

1-2т.-на^^-\     е  =  ±1, 

где  8  расстояние  точки  М^  от  М^. 

Из  сказанного  ясно,  что  эти  разности  остаются  ограниченными  и  в  том 
случае,  когда  число  й,  будучи  вида  й8,  стремится  к  нулю  вместе  с  8. 

19.  Положим  теперь,  что  точка  Ж'^  не  на  нормали  и  не  на  границе 
(черт.  12). 

Положим,  что  расстояние  8  точки  Ж^  от  М^  менее  -^- 

Если  мы  около  точки  Ж^  опишем  сФеру  радиуса  8,  то  на  поверхности 
Сферы  будет  точка  Мо  и,  так  как  Ж^  не  на  нормали  в  Жо,  внутри  сФеры 
будут  точки  поверхности,  среди  которых  будет  ближайшая. 

Если  это  точка  М^,  то  М^  на  нормали  к  поверхности  в  М^. 

Если  М^ Ж,  =  0^,  М„ Ж„  =  8а,  то 

8,<8,    8,<8,-^-8<28, 
откуда,  между  прочим,  ясно,  что  8^  <  -  • 

ТУ'  ^Р 

Если  изучаемая  производная  Р  не  =  -^  ?  то 

(Рд.)  -  Рм, = црм)  -  (Рм))  -+-  црм)  -  -р;) 

1(Рл)-Р;,|<а'^"'н-«"о/-'  <а8^-\ 


Если 


((р;,)  _  е  •  2::) — р;.  =  ((р^,)  -  (р;^)  -н  ((р;,) — г  •  2г)  -  р;,) 

и 

|(Р^;)  —  Е  .  2:г  -  Р;,  к  а'  V-'-  -н  «"  о,'-''  <  аЗ^-' , 

где  е  =  -н  1,  если  точка  Ж",  в  первой  области,  и  г  =  —  1,  если  Ж^  во  вто- 
рой области. 
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20.  Из  сказанного  ясно,  что  все  вторые  производные  от  интеграла  Р 
стремятся  к  определенным  пределам,  когда  точка  Ж^  приближается  каким- 
нибудь  образом  к  точке  М^  на  границе,  причем  разность  между  производной 

и  ее  пределом  вида 

ио       , 

где  о  расстояние  точкп  М^  от  М^;  мы  считаем  здесь,  однако,  что  о  уже 

меньше  -т  при  постоянном  а. 

Примечание.  Если  точка  М^  лежит  в  центре  СФеры,  ограничивающей 
область  (В),  т.  е.  совпадает  с  М",  то  при  построении  кольцеобразной  области 

параграфа  10-го  можно  вместо  круга  радиуса  —  описывать  круг  радиуса  «^ 
и,  значит,  ограничивать  значения  §  условием  быть  меньше  — ,  а  не  —  • 

Сами  пределы  вычисляются  по  Формуле  (5)  заменой  в  ней  произ- 
водных 

^ро       ^ро       ^2рО       ^ро       ^ро 

дх^         дхду'      дхдг         д)/^         дудз 
числами 

о2ро>^       /(^2Р<>\       (д^1^\       /д^Р°\       /д^1^\ 


дх^  /'      \дхду }       \дхдг /       \  бу^  }       \ ду д; 

(^2рО 

вычисленными  в  точке  Ж(,,  а  производной  -т-^-  числом 

(22)  -е-отг-.-^^ 

где  г  =:  -4-  1 ,  если  точка  Ж^  в  первой  области,  и  г.  =  —  1 ,  если  точка  Ж"^ 
во  второй. 

Сказанное  предполагает,  что  все  положения  движущейся  точки  М^, 
начиная  с  некоторого,  по  одну  сторону  от  границы;  иначе  знак  в  числе  (22) 
не  будет  определен. 

Последнее  всегда  соблюдено,  если  точка  Ж"^  перемещается  по  прямой, 
отличной  от  касательной  в  М^,  так  как,  как  бы  близок  к  прямому  ни  был 
угол  а  между  направлением  движения  Ж^^  и  нормалью  в  Ж^,  по  сказанному 
в  параграфе  2-м  главы  1-й  можно  указать  настолько  малый  радиус  с1' 
Сферы  условия  (у)  А.  М.  Ляпунова,  что  соответствующий  ей  угол  со  ко- 
нуса теоремы  параграфа  1-го  будет  больше  а  (черт.  13). 

Так  как  все  положения  точки  Ж^ ,  начиная  с  некоторого,  будут  внутри 
Сферы  радиуса  й',  то  они  будут  по  одну  сторону  границы,  будучи  внутри 
указанного  конуса. 


—  58  — 

Отсутствие  определенного  предела  может  обнаружиться  только  тогда, 
когда  точка  Д/^  движется  по  касательной  и  точка  Ж",  есть  точка  сгущения 
точек  пересечения  касательной  в  Жр  к  границе  с  границей. 

21.  Приведем  всякой  точке  на  границе  число  {Р\  пли  (Р")„,  к  кото- 
рому стремится  Р'',  приближаясь  к  этой  точке  из  области  первой  пли  второй. 

Условимся  считать,  что,  когда  точка,  перемещаясь  по  области  первой 
(ИЛИ  второй),  попадает  на  границу,  производная  Р"  принимает  значение  {Р')^ 

(ИЛИ  (Р"д. 

Тогда,  где  бы  ни  находилась  точка  Ж,  в  области  первой  или  на  ее 
границе  (в  области  второй  илп  на  ее  границе) 

'  1 Р"  —  прд  Р"  \  <  ао'-'^ ,     31,  -*  Ж, , 

где  I  расстояние  между  М^  и  М^. 

22.  Возвращаясь  к  отдельным  замечаниям,  сделанным  в  разных  ме- 
стах, мы  можем  утверждать,  что  интегралы  (3)  остаются  ограниченными 
и  в  том  сиучае,  когда  (1,  будучи  вида  к^,  где  2  расстояние  точки  от  точки 
на  границе  в  центре  сФеры,  определяющей  область  (В),  стремится  к  нулю 
вместе  с  8,  при  условии,  однако,  что  /.■  >  2. 

23.  Положим  теперь,  что  даны  две  точки  Ж,  п  Ж^,  расстояние  между 
которыми  8  и  из  которых  первая,  скажем,  лежит  на  нормали  к  границе 
в  точке  Ж",  центре  СФеры,  образующей  границу  области  (В).  Про  8  поло- 
жим, что  оно  меньше  -г^-  и  что  расстояние  Ж,  от  Ж"  меньше  —  • 

о  о 

Докажем,  что  разность  между  значениями  вторых  производных  от 
интеграла  (1)  в  точках  Ж^  и  Ж^  меньше  числа  вида  ао'"'',  где  а  не  зависит 
от  положения  точек  Ж1  и  Ж3. 

Положим,  й^  расстояние  Ж^  от  Ж",  о^  расстояние  Ж,  от  Ж°.  Если  $5  <  32, 

то  02  <  4о,  и  как  38,  так  и  4о,  меньше  —  • 

Значит,  в  этом  случае,  вследствие  примечания  в  параграфе  20-м,  спра- 
ведливость утверждения  вытекает  из  сказанного  в  прошлых  параграфах: 

|Р;.  -  Рм,\  <\К-  "РД  Р' V  |ПРД  Р"  -  К\  <  «'  °/"'  -^  «"  '■'2~''  <  «5^-^ 

Рассмотрим  теперь  случай 

о,  >  Зо. 
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Теорему  достаточно  доказать  в  предположении,  что  начало  координат 
находится  в  точке  Ж"  и  что  за  Ж"  7,  взята  нормаль  в  этой  точке ;  другими 
словами,  достаточно  доказать  теорему  для  разности  интегралов  (19). 

Мы  докажем  ее,  повторяя  с  небольшими  изменениями  рассуждения 
§§  15,  16,  17. 

24.  Описываем  в  плоскости,  касательной  к  границе  в  Ж",  круг  ра- 
диуса 2о  и  берем  первые  три  интеграла  (19)  сначала  по  этому  кругу. 

Для  интегралов  в  точке  Ж^  доказано  в  параграфе  15-и,  что  они  тре- 
буемого вида  (13). 

Переходя  к  интегралам  в  точке  Ж^ ,  замечаем,  что  (черт.  1 4) 

§       вшу        .  §.       ^^^1  ^^ 

§1       зтг)  '        85         '        л,  ^  3         '6 

если  у  угол  треугольника  Ж"  М^  М^  противоположный  о. 

Если  а  угол  между  §2  и  »'о,  а  ф  угол  между  г^  и  ее  проекцией  р  на 
илоскость  Ж^ХГ,  то 

а-нср-1-у>у- 

Значит, 

Но  9)  как  угол  между  касательной  и  хордой,  меньше  угла  -^ ш^, 

где  2(01  У^''-"  растворения  некоторого  конуса,  построенного  на  Ж"  М^  как 
на  оси. 

При  оценке  этого  угла  со^  можно  считать,  что  он  соответствует  СФере, 
радиус  которой  д,^  =  2§. 

Так  как 

Я(28)-<в^. 

угол  со^  превосходит  40°  и,  значит,  -^ со^  меньше  50°,  т.  е.  угол  а  не 

меньше  некоторого  угла  а^,,  и  81п  а  превосходит,  пока  угол  а  острый,  не- 
которое число  Л: 

81п  а  >■  л. 

9 

1^л<ечамме.  Если  X  < -^ !  то  8^~^  >  2,  и  из  сказанного  в  пара- 
графе 14-м  главы  1-й  ясно,  что  со^  >  65°,  ср  <  30°,  а  >  30",  /;;  =  —  • 
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Далее, 

г, 51па  Гд  51п  а         1  1 

Значит,  пока  угод  а  острый 


при  тупом  а 

и,  всегда, 

1^         1 


Отсюда  ясно,  что  значения  интегралов  в  точке  31^,  взятых  по  ука- 
занной вьфбзке  из  границы,  абсолютно  меньше 


23  2т:  28 


0     0  '  0     0 


47гЯ        /„^^1_X 


,(2Г 


25.  Если  х^,  у^,  г^  координаты  точки  Ж^,  то 

г,  =  \/(5— а^,)^-4-(>1— 1/,)*-ч-(?:— г,^ 

Изучаем  разности  между  интегралами  по  остальной  части  границы, 
без  поверхности  полусФеры. 
Эти  разности  имеют  вид 

где  или  5  =  ^,  1  =  \-х^,  плп  8  =  У1,  1^г^  —  у^  или  5  =  С-01,  Ь  =  1,  —  г^. 
Разности  между  двумя  первыми  интегралами  меняно  дать  вид 

где  или  (А  =  ;  ==  р  С08  ср,  V  =  а;^   или  (Л  =  У)  =  р  з1а  ср,  V  =  «/2 
и 
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Рассматриваем  первое  слагаемое. 
Имеем  (черт.  15) 

г,        81П  а'         .      ,  .1 

ибо 

?<  ^ — '**<Т' 

где   (О  половина   угла  растворения  конуса   параграфа   2-го  главы   1-й, 
построенного  в  точке  М".  Вследствие  этого, 

^  §,  ^    3  . 

Так  как 

г,  — 0<Г2<»\Н-§, 

то 

1^.<1н-1<|-.     '^->1_1>4-,     !1<з. 

Вследствие  этого, 

(1.?     А     1 
|_1 1  \_\^2  —  ^г\{^^^-^'^2^^-^-^г^)^\^^—^^\\зI~*~5~*~  а'Ь 


При  этом, 


_    р 


Значит,  первое  слагаемое  абсолютно  меньше 

й  21Г  а 

1— X, 


2о   о                ^                                                    2о  °  2о 

_ЬЯ8|_1 1_) 


т.  е.  вида  (13). 

Второе  слагаемое  абсолютно  меньше 


Й2п  йгт  й 


2оО  23 

,^5Г%^а:Я^1    1     _1| 

_.]  р1+''         л     ((2§)^     й^) 


2В  о  22  о 

Т.  е.  опять  вида  (13). 
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Переходя  к  разности  между  третьими  интегралами,  пишем: 

Первый  интеграл  оцениваем,  как  соответствующий  интеграл  пара- 
графа 16-го:  он  абсолютно  меньше 

22    о  22 

28 

Дав  второму  интегралу  вид 

С05Nx-^-^^(^<7-^-  I  С08  Хх  о^  <— ^ §>(?(т  > 

при  оценке  первого  слагаемого  замечаем,  что 

и  видим,  что  оно  абсолютно  меньше 

<г27г  Й2г  й      , 

.  1-1  , 


28  0  *  220  '  28 

25 

При  оценке  второго  замечаем,  что  по  сказанному  выше 


и  потому  интеграл  абсолютно  меньше 

<г21г    ,  а  2т.  а 


250  ^  28  0  ^  21 

28  "^ 

Итак,  разность  между  третьими  интегралами  вида  (13). 


где 
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26.  Остается  разность  между  последни>ш  интегралами 

■пп  с  лт  Л7     (  СОЗ  Г,  Ж  С08  Га  Ж]     , 

р»==— ^  со8Л'л;|  ^,\ » — ^г^- 

Представим,  как  в  параграфе  17-м,  Р"  в  виде  суммы  трех  интегралов 
ро ро    I    ро    I    ро 

X      X  ^    -г-  X  „    -I-  X  3  , 

^п  г  008  г,  ж  ,  ГС08Г„2\Г  , 


так  как  каждое  слагаемое,  вследствие  того^  что  точки  с  одной  стороны  от 
поверхности  области  (В),  или  оба  равны  нулю,  или  оба  то  же  число  е  •  4тг; 

т,п  Г/1  лштч    (С05П2У  С08Г„2У)    , 

-пп       с        ЛГЛ7  I  С08Г,Л'— созг.  Ж         соз»-„Л' — созг„Ж| 
Р  о  =1    соз  Л^Лл  ч -* 3 ^ — 2 ^— ^    »'^« 

Займемся  интегралами  Р^"- 

Берем  их  сначала  по  области,  вырезанной  цилиндром,  построенным  на 
круге  радиуса  2§. 

Первый  из  них  разобран  в  параграфе  17-м  и  вида  а§^~~';  в  нем  надо 
положить  только 

г^>-~->о   (вместо  г  >  —  Ь 
То  же  можно  сказать  и  о  втором;  в  нем  надо  положить 

^2^     3     '^    3 

Интегралы,  следовательно,  вида  (13). 

Беря  Р/  по  остальной  части  границы  без  поверхности  полусферы, 
пишем 

|С08(Г1  ]\^)  —  СОЗ  (»-2  ^^)|  <  2  1 81П  (^)  I  <  \г^  г^\  <  у  5Ш  (г^  г^)<  а  —  , 

так  как  (черт.  16) 

8т(г1»д  =  — зта<—; 

С03Г12У       созг„Л"                   ,^)1          11         1    ,            ^^  „, 
5 1 —  =  СОЗ  г,  Л^  ■  — 2 о}-* 5     СОЗ  г,  IV СОЗ  Г„  Л 
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11  _  11  —  !'•»— ♦•1:^*'а-^>'1"' _  !>-8— >-11  3  -*''^         ,} 
Вследствие  этого,  имеем: 


л  27:  й 


|- ^(1  -  со?  .Л'.\)  1  (С05 ;-,  .У-со5  г,  Л^йст |  < 3»- 2Ыг  (' |^'^1_Е±^ < З'^-  4:г 2^"'' Яб  Г2!_1р= 

2^0  0  ^ 

2о 

|/(1-со.Л^^Vсо.^,Л^^^,-1,•<^а|<2а/2я//Ц^^<4..2->■«^ 


28 


й  271  а 

.3-У.. 


~    :Х     \(2ЬУ'     йч' 

Разность  интегралов  вида  (13). 

Переходя  к  РД  берем  сначала  интегралы  по  области,   вырезанной 
цилиндром,  построенным  на  круге  радиуса  2о  (черт.  17) 


С05  Г^  N  —  С05  Г ^  .\  <  2   81п  -^  <  Яг„^~^ , 


2 


С05  Г,  Л' —  С05  г^  Л ^  <  2  вт  — --^  <  Нг^^     , 

25  2г  28 

||со..У2У/^'^^''^-^-Г'^^''^^^|  <  2Я  \  /^"~У^^  <  4.  .  2^-'Нр^^ 

'    '  о 

(2§/-\ 


о  о 

4::.  21-'' я 


1  — л 

2о  2х  2о  2- 


I  Гсо8 .ул;  совг,2У-сов.,л  сга!  <  2Я г  Гг»!!!^?  <  2  •  3^ я  г  ГГо!±е^ < 

о   II  0    0 

Остается  интеграл   по   остальной  части   границы    без  поверхности 
Сферы. 
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Замечаем,  что 

сов  »•^  IV —  С08  г^  N^        со?  г^  N —  соз  Гд  Д'р 

'1  ^2 

,  _  (у^  СОЗ  »^^  .У—  Га  соз  Гд  ^V)  —  (г^  созг^  N^  —  г^  сов  г^  -Ур) 

[21)  — ^  —а  »~ 

'2 

Н-  Г^(С08/-^^У—  С08Г,1ЛУ  1^  —  ^|, 

ВЫПОЛНИВ  в  тожестве  (21)  замену  г^  и  г  на  г^  и  /д. 
При  этом 

г^  соз Г1 Л^—  г^  соз  ^2  ^У=  о  соз  (§  Л''),  г^  соз  г^  N^  —  г^  соз  ?2 -Л'д  =  8  соз  (о  Л^^) 


6  соз  (о  ^У)  —  осоз('йЛу  <о-  2  — - — -\  <Нг^   ""  о. 


Вследствие  тожества  (21'),  разбиваем  Р^  на  два  интеграла. 
Первый  по  абсолютной  величине  меньше 


а  ли  и^п  и, 

,я5  [|Го^=^^<  2ЯЗ'- §  1/'-:^=^^ 


25 

Второй,  так  как 


соз  г^  N —  соз  г,  2Уд 
абсолютно  меньше 


<2|зш^'|<Л,.'-\    1^,-^,1  <^ 


23  о  25  2о  '^ 

_ЬНЬ  \_1 П_ 

~~   л  1(2§)'-     ач' 

Итак,  и  этот  интеграл  вида  (13). 

ИФМИ  1926  5 
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27.  Оценка  разностей  междз'  частями  интегралов,  взятыми  на  поверх- 
ности полусферы,  приводит,  как  и  в  параграфе  14-м,  к  заключению,  что  они 
вида 

Вследствие  этого,  утверждение,  высказанное  в  параграфе  23-м,  можно 
считать  установленным. 


ГЛАВА    ТРЕТЬЯ. 

Исследование  одного  интеграла. 
1.  Положим,  что 
(1)  ^(5'1,2а,  Зз,  О 

естЕ,  функция  от  переменных  д^,  д^,  2з  "  переменного  {,  непрерывная  внутри 
каждой  пз  областей,  на  которые  разделено  границами  пространство  {^}  и  мо- 
гущая терпеть  разрыв  непрерывности  только  при  переходе  точкой  31(2^,  д^,  г/,) 
границы. 

Положим,  что  во  всякой  точке  31  не  на  границе  Функция  Ь  имеет 
непрерывную  производную  по  I  при  рассматриваемом  значении  I. 

дЬ 
Положим,  что  функция  ь  й  производная  —  ограничены  во  всем  про- 
странстве ((^),  т.  е.,  что 
(I)  \Ц<К,     Щ<^^^К 

где  Л'  и  Л^')  функции  от  I,  все  значения  которых  положительны. 

Обозначая  через  р  расстояние  точки  М  от  начала  координат,  положим 
еще,  что 

(Г)  ?'\Ц<^^,     ?'Ш<^^'^- 

Кроме  того,  обозначая  через  г  расстояние  от  точки  31  до  некоторой 
другой  М',  расположенной  по  одну  сторону  от  границы  с  М,  положим,  что 

(П)  [Ц  < Кг^-\  рЧЦ  <^^V-^  [ж] <^^'''-'~''  ?Ш < ^''*'"'- 

Сверх  всего  этого  мы  положим,  что  когда  точка  Ж  стре5штся  к  точке  М^ 
на  границе,  не  выходя  из  некоторой  области,  то  как  Ь,  так  и  ^  стремятся 
к  определенным  пределам 


(1\  или  Щ,  и  (^)^  или  [^-^\^ 
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смотря  по  тому,  в  первой  или  во  второй  области  перемещается  М;  при  этом, 
если  Гд  расстояние  от  Ж"  до  Жд,  то 

(П1)  \^-{^)\<N^^\   |§-(§)|<^^^^'-о^-'- 

Чтобы  не  увеличивать  числа  предположений  об  Ь,  докажем,  что  (Ц 

имеет  производную  по  г  и  что  эта  производная  (  -^г  )■ 

Дадим  I  приращение  т  и  найдем  точку  Ж",  столь  близкую  к  Ж^,  чтобы 
при  рассматриваемых  значениях  Ь 

где  е  произвольно  выбранное  положительное  число. 

Обозначая  значения  Функций  при  ^-ч-т  значками  наверху,  имеем: 

\т-ц<4,  -т-щк^,  |(§)-§|<|- 

Так  как 

^31 


получаем 

г+х 


*+х 

(Х)'-(Х)=Д§)й^н-д^-нд'^-+-[д"^-й^,     |д|<1 

и 

Из  возможности  удовлетворить  этому  неравенству  при  произвольном  т 
вытекает 

дЬ         \д{ )' 

2.  Условимся  обозначать  буквами  р^,  р^^  р^  переменные  интегриро- 
вания и  обозначать  буквой  Ь  Функцию 

когда  она  стоит  под  знаком  интеграла. 
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Далее,  положим 


(2)       1=р,-^-\и(р^,р„р,,^)(1^,      ^;  =  р,-н^V{р,,р^,р^,1)а':, 

о  о 

г 

К=Рз-^^^'{Р1,р>,р,,')(^^ 

о 
и,  положнв  для  сокращешя 

,•2  =  {1  —  ху  -+-  (у]  —  уТ  -^-  (^ — гу,     (1ш  =  йр^  ар,  с1р, , 

составим  три  интеграла,  распространив  в  них  интегрирование  по  всему  про- 
странству : 

•-г.(!;-«). 


(3)     г/=С^<^<г.,    г^^^^^с,    и-=|^ 


гз 


Й(0. 


Заметим,  что  вследствие  сказанного  в  параграфе  9-м  главы  1-й,  г=0 

только  тогда,  когда  Р1  =  й1,  Р2  =  Я2^  Р^^  —  Ь- 

Про  интегралы  (3)  мы,  кроме  их  сходимости,  прежде  всего  докажем, 
что  они  непрерывные  Функции  ^^,  д,,  д,  во  всем  пространстве  (0  и  во  всякой 
точке  пространства  непрерывные  Функции  Л 

Ввиду  сишгетрии,  мы  проведем  доказательство  для  интеграла  П. 

3.  Обозначим  через  г^  расстояние  между  точками  {р-^,Рз,  р^)  и  (д^ ,  д, ,  д^). 
Так  как 

о 

г  < 

у;— ?/=;>,— д^-1-|'(г;(р)— г;(д))йт,  ^  —  ^^  =  Р,—^■^-*-^  {гНр)  —  НФ)^'^, 

о  о 

то  ясно,  что 

где 


»-о  =  \/{К—яУ-^Р2  —  Зг)"  -^-  (Рз  —  Зз)". 


и 


(4)  -7<Г=ЛБ<««' 

3 
где  Оф  некоторое  число ;  можно  положить  ао  =  — 
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Далее,  очевидно 

и,  значит,  мы  имеем 


\щ<<^\ 


Возьмем  интеграл  сначала  по  сФере  некоторого  радиуса  Е^  с  центром 
в  начале  координат,  потом  по  пространству  между  этой  СФерой  и  другой 
радиуса  Е,  где  Е'^  Е^. 

Точка  М{д^,  д^,  д^)  может  находиться  внутри  СФеры  Е^  или  вне  ее. 

Вводя  полярные  координаты  с  полюсом  в  начале  координат,  имеем: 

0    0    0  о  |р-ро|  о 

если  вместо  переменных  р,  О,  ^  ввести  переменные  г,  г^,,  о,  где 
Го  =  \/р^-нр„2  — 2рроСо8е 

и  ро  расстояние  Жд  от  начала  координат. 

При  этом,  полярная  ось  нами  проведена  через  точку  М^  (черт.  18). 
Примечание.  Если  М^  совпадает  с  началом  координат,  то 

и 

Во     7Г   21Г 

I  ^п,\  <ао^N^[  Гзт  е  йр  аЬ  ао  =  4и  «0^  ^у-Дд. 

0     0     0 

Итак, 

■Во 

\ип,\<^^  ^р{^ОЕ(?-^?,)-\оЕ\?-?о\)Л?. 
о 

Если  точка  М^  внутри  СФеры  Е^,  то 

Ро 


о 
■  ^  9  (10?  (Р  -^-  ?о)  —  1о§  (р  —  Ро))  Ф- 


н ^ — 

Ро 

Ро 
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Первый  из  указанных  интегралов  равен 

Ро 

о 
ак  как 

_1_       ]_    }_       ^_    _1_        . . .  _  1 
у  ~*~  3    'о  "*"  5   '  "7  "^  ~  У 

Второй  интеграл  равен 

Во 


где 


=.(«„)  — 2?о— -^  — уу^з <-Ко. 


Итак,  в  рассматриваемом  случае 
(5)  \^^^\<4'ка■'XВ,. 

Если  точка  Ж^  вне  СФеры  (Д^),  то 

1^^1<^^/?0ое(р-нр„)-1оё(р„-р))^р  = 
о 

о 

и 

Так  как 

Ро 
ИЗ  последнего  неравенства  имеем: 

(б-)  |г7;^^<27^а/^V^го,     ро'|Г7;г„|<27:ао'2^^го^ 

Переходя  к  интегралу  между  сферами  Ед  и  В,  пользуемся  неравен- 
ством 

?'\^\<N 
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1   йр  йгд  йф 


Ео  о  о  Во  |р-Ро1  О 

В 

?0  -^    Р 


■йо 
Если  точка  Жц  внутри  СФеры  (В^),  то 


|^/.|<^^4^Г4{1оё(р-»-ро)-1о§(?-Ро)}с^Р  = 

Ро     ^  р 

•"о 


где 

Так  как 

ро<-^о» 
то 

при 

Е  =  оо,    (р  (7?)  =  0. 

Итак,  в  рассматриваемом  случае 
(6)  \^,^^<2а■^т.N^,. 

Если  точка  М^  вне  СФеры  (7?о),  то 

Ро 


1^^!  =  ^^Г^{1о&(р-*-Ро)-1о§(Ро-р)}^Р- 

в 

^  Г4  {1оё  (р  -н  Ро)  —  1ое  (р  —  Ро)}  ар. 
Ро       ./  Р 


Ро     ^  р" 

•«о 

Ро       ^  Р" 
Ро 

Первый  интеграл  равен 

Ро 


47:ао^2^П;^н--1-^,-н1^-н.-ир=47:<2\Ч-Иро)-фВД 
»/    I Р   Ро  '^      Ро  ■-"   Ро  ) 

■Во 


где 


Так  как 
1 
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г-Ро         ^   Ро 


•И?о)  =  -:7^'      НИ,): 
-Ро 

первый  интеграл  меньше 


Второй  интеграл  равен 
в 


1 


-^0  Ро" 


3       5    Ро" 
3   Ро*        3-5  Ро» 


-<1, 


Ро 


3    р« 


1  Рп 


)  г?р  =  4-  «о"  -V  { о  (р ^  _  ,р  (Д)  I . 


Здесь 


?(Ро)  =  у^ 


э  (Л)  =  О,  при  Д  =  оо . 


Итак,  второй  интеграл  меньше 


(6) 


Следовательно,  в  рассматриваемом  случае 


?  \^^I^,\  <  — 5 ' : < 


Ро 


В, 


Из  сказанного  ясно,  что  интегралы  сходящиеся;  число  В,  мы  можем 
выбрать  по  своему  усмотрению  и,  значит,  можем  писать 


(7) 


I  и\  <  ак,    ро^  I  с;"!  <  аК, 


где  а  некоторое  число. 

Примечание.  Заметим,  что  в  рассуждениях  этого  параграфа  мы  пользо- 
вались только  условиями  (I),  (Г)  о  Функции  X;  условия  (П)  и  (III)  нам  были 
не  нужны,  и  мы  могли  бы  выполнить  все  выкладки  и  в  том  случае,  если  бы 
их  не  было  в  числе  заданий,  определяющих  Функцию  Ь. 

4.  Переходим  к  доказательству  непрерывности  Л,  как  Функции 
точки  Ж  (§1,  д„  Зз). 
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Возьмем  две  точки  М  (д^,  ^з!  Зз)  ^  М'  ((//,  д^',  д^'),  расстояние  между 
которыми  0.  Около  точки  Ж  опишем  две  СФеры:  СФеру  радиуса  2о  и  СФеру 
радиуса  В,  где  В  некоторое  число. 

Около  начала  координат  опишем  две  СФеры:  СФеру  радиуса  Дд,  где  Е^ 
настолько  велико,  что  СФера  (2))  заключается  внутри  СФеры  (Б^),  и  сФеру 
радиуса  В,  где  22  >  Бо- 

Интеграл  СГ разобьем  на  четьфе  части:  по  сФере  (28),  по  простран- 
ству между  Сферами  (28)  и  (П),  по  пространству  между  сферами  (В)  и  (2?о) 
и  по  пространству  между  сФералга  (Е^)  и  (Е). 

Если  и'  значение  Л  в  М,  то 

Но 

23    т  27С 

I  ^3^1  <  Оо'  ^^  (  (  Г81П  6  с1г,  (^9  г^ф  =  4т:  ао^"  Д^  •  23. 


Также 


0    0     0 

35    тт  2тг 


I  ^2*!  <  к  ^((     (^^  ^  ^?  '^^  ^?  =  4"  '^о'  -^^  •  ^^' 


0     0     0 


так  как  сФера  радиуса  38,  описанная  около  М,  заключает  в  себе  СФеру  (22). 
Изучаем  разность 

Е,  —  х'      ^  —  X 


где  х'  и  г'  значения  ж  и  г  в  точке  М'. 
Ясно,  что  эта  разность  равна 


(^-^')^ 


•(2/-У) 


■(г-в) 


дхдг 


дхду  1 
где  значок  (1)  говорит,  что  производные  от  —  вычислены  в  точке 

(8)    1-х-^Цх'-а:),  п—у-^Ь{у'  —  у),  1:  —  ,-нЦ,'—г),  0<9<1. 
Так  как  сумма  квадратов  производных 


3(с.  —  х? 


-;./ 


3{^  —  х){г,  —  уУу    .    ^5(^  —  х)(-:-г)\'^ 


Г» 
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имеем 

\—71 ;л-    <  ^о-о-— 3' 

I      '  'I  '^1 

где  ^^  значение  г  в  точке  (8),  так  как,  как  мы  убеждались  неоднократно, 
\х  —  x'\<^\^оЬВ,      \у  —  у'<\/Зо5,     \е  —  гг']<\/ЗйЛ. 
Из  последних  неравенств  п  нз  (8)  ясно,  что 

?  — 325  </^  <)•-+- ЗоД 
т.  е.,  так  как  г^  >  2с, 
'■'->!       ^^Ч]        ^1        ^    '•о      1-^1        8    3       1  1     8_3 


у,         о         г,  ог 


Итак,  окончательно 

М—-^       1  —  х\  ^  ^,,   ^    2=*   ^    ,  § 


у/3  ^3 

Переходя  к  разности  (СГ' —  СТ'),^^,  имеем 


I)  ~  2т: 
2о  о    о 

Для  остальных  двух  разностей 

И  потому  имеем 

а'^У^  Г  Г  Г  .    .   „  ,    ,л  ,         4га' ^Vа 


обо 

1/Г7'        гпл    1   ^а'-У^  Г  С  Г 8Ш  е  й? йв гЬ  _  47га\Л^  1  1  1  | 

До  о  о 
Из  сказанного  ясно,  что  разность  П'  —  17  бесконечно  мала  вместе  с  8. 
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5.  Переходим  к  доказательству  непрерывности  ?7,  как  Функции  от  I. 
Давая  I  приращенное  значение  Ь\  будем  обозначать  значками  наверху 
соответственные  значения  встречаюп;ихся  Функций. 
Имеем 


йш  = 


(9)  С/'-СГ=:/Ц:=^.^с.-| 

=|(Г-Х)  ^'.^со-^/х  1^'-^=^ 


г^ю. 


Мы  имеем,  указывая  только  зависимость  Ь  от  ^, 

Ь'  —  Ь  =  {1'  —  1)Ъ;  {I  -^г-Ь{1'  —  {)),     0<8<1. 


дЬ 


Так  как  -^т  удовлетворяет  тем  же  неравенствам,  которыми  мы  поль- 
зовались для  Ь  в  параграфе  3-м,  с  единственной  разницей,  что  ^у"  заменено 
через  Л^'\  мы  можем,  пользуясь  результата»ш  параграфа  3-го,  писать 

Остается  второй  из  интегралов  (9). 
Легко  получаем,  что 

|Г;'-а;')-(^-а:)|  = 


и  такие  же  неравенства  для  разностей 

\Ы—у')--{г^-у)\  п  КС— /)— (г-^)1. 

Далее,  разность 


с,  —  X        с  —  X 


равна 


^(-) 
{(^•—')-(^—))^ 


((V  — У)— (VI  — 2/)) 


дхду 


((С_.о-(г-^))^ 
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где  значок  (  )  говорит,  что  производные  от  —  вычислены  в  точке 

I  ^,_а;-нв{(5'  — ж-)  — Г;  — а;)},     г  —  у^Ь{Ы  —  у')  —  ^,^~у% 
(10) 

(  -_гн_0{,С  — /)  — (^  — г)},     О<0<1. 

Вспоминая  сказанное  в  параграфе  4-м,  прежде  всего  имеем: 

-173 рг-    <3б1/  —1\г^-тг^ 

где  г1  соответствует  числам  (10). 
При  этом, 

следствие  чего,  при  достаточно  близком  <'  к  /,  можно  положить 


где  с  некоторое  число. 
Вследствие  этого, 


г4э<<!, 


^1<з*к-Ф-.?4=^4^ 


Последний  же  интеграл  рассмотрен  в  параграфе  3-м. 
Итак,  имеем  окончательно 

117'— 17|<  [а2У(1^-+-ас'Л^}и'  — <1, 

откуда  вытекает  непрерывность  ?7,  как  Функции  от  I. 

6.  Переходя  к  доказательству  существования  производных  по  д_^^%^  д^ 
у  интегралов  (3)  во  всякой  точке  М{д^,  д^,  д^,  не  лежащей  на  границе, 
заметим,  что  достаточно  доказать  существование  и  непрерывность  произ- 
водных по  х,у  а  г. 

Действительно,  так  как  существование  производных  по  Й!,  Зл  2»  У 
X,  у  в  г  установлено,  то,  например, 

дЦ___ди    дх       дП    ду       дЦ    де_ 
<?д,-        дх    дд^       ду    дд^       дв    дд^ 


Для  доказательства  существования  этих  производных,  а  также  для 
изучения  их  свойств,  удобно  преобразовать  интегралы  (3),  выбрав  ^,  т;  и  С 
за  переменные  интегрирования. 

Решив,  руководствуясь  сказанным  в  параграфе  7-м  главы  1-й,  систему 
уравнений 

о  о 

г 


относительно  ^^1,^^2!^'з  °  выразив  под  знаками  интегралов  Р1,Р21Рз  через 
^,  У],  К,  мы  получим  интегралы 


(И) 

в  которых 
где 


^=^^^€<^^<^^,■   7^  ^^^<^а^,^, 


тг=  ^^^а^а^а1, 


к=ы. 


7"  _|^    ^    ^1_2 

'^  ~  I  ^^  '     дп'    дЦ~  I 


а  7  определитель  параграфа  8-го  главы  1-й. 

Интегралы  (11)  распространены  по  всему  пространству  (2). 

Функция  К  непрерывна  внутри  каждой  из  областей,  на  которые  гра- 
ницами разделено  пространство  (Е),  так  как  X  терпит  разрыв  непрерыв- 
ности только  при  переходе  точкой  М(р^,  р^,  р^)  границы  пространства  (0 
и,  значит,  только  при  переходе  точкой  т{1,  у),  О,  соответствующей  М, 
границы  пространства  (Е) ;  то  же  самое  можно  утверждать  об  /  и  об  ^. 

Далее,  так  как 


!Л 


< 


ЗБ 


<а, 


(12) 


\К\<аN,     ^*\К\<аN, 
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где  о  некоторое  чисдо,  буквой  г  временно  обозначено  расстояние  от  начала 
кооодияат  пространства  (Е)  до  точки  т{з-.у^г);  из  сказанного  в  главе  1-й 

ясно,  что 

г  <  ря„  -+-  2>  <  ро'. 

если  р  достаточно  велико. 

Из  Формул  парагра<1>а  13-го  главы  1-й  вытекает,  что 

(13)  [^]  «.?'-%     Щ<аГ\.Щ«'Г', 

где  р  расстояние  между  двумя  точками  пространства  (Е),  расположенными 
по  одну  сторону  от  границы  (21),  а  знак  [  ]  соответствует  разности  зна- 
чений в  этих  точках. 

Так  как  по  Формулам  парагра-1>а  7-го  во  всем  пространстве  (Е) 

»^)  Гп1!«  |^1«--  Г#1« 

где  а'  некоторое  число,  легко  получаем,  пользуясь  неравенствами  (13)  и  (14), 

[7]<а''р^-\ 
где  а"  некоторое  число. 

Так  как,  если  ищется  разность  между  значениями  К  в  точках 
т^  и  »«2 

[Ж]  <  [ц  I /,„,|  -н  \Ьщ\  [^], 

то  вследствие  неравенств  параграфа  1-го  этой  главы: 

( 1 5)  [К]  <  а  Лу-'- ,     г'[К]<а  Щ^-'' , 

причем  чиаю  а.  достаточно  увеличив  его,  можно  считать  одним  и  тем  же 
в  неравенствах  (12)  и  (15). 

Из  сказанного  в  параграфе  6-м  главы  1-н  вытекает,  что,  когда  точка 
М{р^,2)з-Р2)  приближается  к  точке  Д,  (2^,",  ;^/,  г^д")  ^^  границе  (^),  не 
вькодя  из  некоторой  области,  /стрелштся  к  определенному  пределу  (Г)^, 
причем 

где  Гд  расстояние  от  М  до  М^. 

Следовательно,  когда  точка  т(^,  т„  О  приближается  к  точке 
т„(^,  у;^,,  1^^)  на  границе  (2),  7  также  стремится  к  определенному  пределу, 
и  так  как 
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где  к  некоторое  число,  имеем 

где  ро  расстояние  от  т  до  т^. 

Из  сказанного  вытекает,  вследствие  неравенств  параграфа  1-го  этой 
главы: 


(16)  \К—{К)^\<аЩ, 


1-Х 

О  5 


где  [К)^  предел,  к  которому  стремится  К,  когда  т  стремится  к  ш^. 

Чпсло  а  в  Формуле  (16)  можно  считать  не  отличным  от  входящего 
в  Формулы  (12)  и  (15). 

7.  Вследствие  симметрии  интегралов  (11),  достаточно  доказать  суще- 
ствование производных  от  СГ  по  а;  и  по  у. 

Положим,  что  точка  М^{х^,  у^,  г^)  не  лежит  на  границе  и  положим, 
что  расстояние  ее  от  границы  23.  Доказываем  существование  производной 
по  X. 

Даем  Хд  приращение  к  такое,  что 

21/г|<о, 

и  строим  две  Сферы  с  центром  в  точке  31д:  СФеру  радиуса  2о  и  сФору.  ра- 
диус которой  2|й|. 

Интеграл  ?7  разбиваем  пока  на  два:  на  интеграл  по  СФере  (22),  кото- 
рый >п>1  обозначим  через  С,  и  по  остальному  пространству,  который  обо- 
значим через  Л": 

Докажем  сначала  существование  производной  у  Л". 
Положим 

где  Гц  расстояние  точки  М^  от  переменной  точки  Ж"(Н,  тс,  '0),  и  интегриро- 
вание распространим  по  области  вне  СФеры  (2§). 

Интеграл  в  правой  части  последнего  равенства  сходящийся.  Чтобы 
убедиться  в  этом,  достаточно  оценить  его  часть,  распространенную  по 
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(>бластн  между  СФерамп  Е^  и  Л,  где  Л  >  Лр  "  -^о  таково,  что  СФера  (2о) 
находится  внутри  И^.  Мы  имеем  для  такой  области: 

Е 

1Гг'13(;  —  х,^'         1  I    -.  ,     ,.|    ^  ,     т..   /М      о^йг,^1    ^4(1]Ч-4т:    Гйй 

_2::а.Д' )   1 1_| 

-      83     \е,        Е\' 

Интеграл  остается  конечным  111111  Я  =  оо\\  стрелштся  к  нулю  при  уве- 
личении ^0- 

Отмечая  зависимость  II  от  х,  изучаем  разность 


У"{х^-*-11)—У"{х^)       (дЦ"' 

и 


\  дх   I, 
Разлагая  разность 

;  —  -Ур  —  ^^      ^  — -^0 

м  'о 

В  которой 


получаем  для  нее 


■^\ 


где 

откуда  заключаем,  что 

\Ц"{х,^}1)-1Г"{х,)       /дП"^ 


(^').|<|/т.-^.,^. 


так  как  точка  (х^,  у^,  г^),  находясь  внутри  сФеры  радиуса  о,  описанной 
около  точки  Жо,  более  чем  на  §  удалена  от  границы  области  интегрирова- 
ния. В  ограниченности  интеграла  в  правой  части  последнего  неравенства 
можно  убедиться,  рассуждая  как  выше. 

Из  написанного  неравенства  вытекает,  что 

прд ^-4 -  =  Ы1  "Р"'^  =  0' 

т.  е.,  что  производная  у  II"  существует  и  равна  интегралу  (17). 
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Переходя  к  ?7',  обозначим  через  К^  значение  К  в  точке  М^  и  положим 

(28)  (28) 

Интеграл  Л^  есть  произведение  К^  на  производную  по  х  от  объем- 
ного интеграла 

(28) 

Вычисляя  его,  находим 

2о    тг    27Г  28  рд.+р 

ГЗ^  (?•/)  с11  _  С   С   Гр'8ш9с??(?9сгу  _  2те  Г     Г     ,     , 

(28)  0    0    0  '^о!?^-?! 

где  сначала  выбраны  полярные  координаты  с  полюсом  в  М^  и  с  полярной 
осью,  проходящей  через  точку  М{х,  у,  з)\  р^,  обозначает  расстояние  от 
точки  Жо  до  Ж. 

Выполняя  интегрирование,  находим: 

Рх  Р.т+Р  28  Рд;-»-р  Рд.  28 

28)  О    ра.-р  Рд  р-р^  о  Ра; 

=  87Г  2«  - 1  {(о;  -  а^о)^  н- (2/ —  2/о)^  н- (^  -  .„)«} . 
Из  сказанного  ясно,  что 

дх  \х=Хо~~        3      О' 

Интеграл  Т!^  мы  разобьем  на  два:  на  интеграл  по  СФере  (2§),  без 
Сферы  (2  |/г|)  и  на  интеграл  по  СФере  (2  |й|): 

бг;=г7з-нг7,. 

Займемся  сначала  интегралом  Т1^  по  СФере  (2  |^(): 

2\Ь\  '  " 

2  |й|  тг  21Г  2  |й|  тг   2тг 

0    0    0  0     0     0 
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Бторой  ннтеграл  равен 


О 


п  бесконечно  мал  при  бесконечно  малом  Л. 

Выбирая  при  нахождении  первого  интеграла  полярную  ось  так,  чтобы 
она  проходила  через  точку  М{Ха  -н  А,  ?/„,  гд),  имеем  для  первого  интеграла: 

2|Л1  Г0-4-1Й1     .  |Л|    |Л|-|-Го 

2т:аК   Г       Г  г^'  йг^а)\  _2г.а^  Г       С  г^^^^  Лг^Лг^ 

О  |Го-|Л||  О    |й|-го 

2|А|гоч-|Л1  \Щ 

-Л?/     /'^=^  =  1?/'-о'-М1о?(Го-|Л|)- 
|Л|    го-|й|  '  О 

2|А| 

— 1о8(|А|-Го)}^ГоН-?]^|г/-^{1о8(Го-н|А|)-1о8(Го-|А1)}сгГо. 
Для  первого  из  оставшихся  интегралов  имеем: 


о 


з-л        ^  г. 


4Т10Л^  П  ^ -ь  4  ^^г^ -+- •  •  4  ^^„  = 


Интеграл  бесконечно  ма.1  при  бесконечно  малом  к. 
Для  второго  интеграла  имеем: 

1г1->^         1      \М  1     17»|3 


1      г„а-^'  1     |Л|         1  1        1^1» 


|Л1 

где 

?('"о)  = 


2— X     Ш  ЗЛ>-„^         5     2-ьХ>-„«+^ 


Так  как  ряд  сходится  при  Го>1А|,  как  ^(|Л|),  так  и  !р(2|А|)  беско- 
нечно малы  при  бесконечно  малом  Л,  и  ннтеграл  бесконечно  мал. 
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Итак,  отношение 

к 

бесконечно  мало  при  бесконечно  малом  К 
Остается  интеграл  17^.  Положим 

(28-2  |Л|) 

И  рассмотрим  разность 

к  \  дх  /о 

(25-2  |й|) 

Так  как  г'  расстояние  от  некоторой  точки  Ж  до  точки  между  М^тМ^, 
то 

и,  значит, 

25  28 

2\Ц    «=0  ''»  ' 

=  8■каN{<^(2Ь)—ф{2\Щ, 
где 

и=0  "^^  'о 

(р(2$)  содержит  множителем  |й|,  «р(2|й|)  вида  а'|й|^"~^,  и,  значит,  С  беско- 
нечно мало  вместе  с  Щ. 

Рассмотрим  еще  интеграл 

(2  |й!)  " 

6* 
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Оценивая  его,  видим,  что  по  абсолютной  величине  он  меньше 

4тга^'.  4  Г^  Лг^  =  1б7га]У'(2  |Л|)^-^ 
^     ''о 
о 

и  бесконечно  мал  вместе  с  Л. 

Прибав.1яя  этот  интегра.1  к  (  -^^  \  ,  мы  преобразуем  его  в  интеграл  по 

Сфере  (28),  изменив  на  число  бесконечно  малое. 

Собирая   вместе    все  сказанное,   получаем,   что   производная  от   II 
в  точке  М^  существует  и 

'  "  (28) 

Последний  интеграл  распространен  по  всему  пространству,  кроме 
Сферы  (28). 

8.  Нахождение  производной  от  II  по  у  потребует  тех  же  выкладок 
с  той  только  разницей,  что  производную 

придется  заменить  производной 

3(^  — а;)(у,  — Уд) 

'о 

4 
которая,  как  и  рассмотренная,  меньше  —^  • 

''о 

Так  же  выражение 

г'  г® 

придется  заменить  выражением 

15(^  — а;)(-л  — >/)"       ЪЦ  —  х) 
г'  г*       ' 

24 
так  же  меньшим  —г  • 
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Так  как  только  эти  последние  обстоятельства  и  имели  значение  при 
выкладках,  мы  можем  написать  сразу,  замечая,  что  производная  от 
интеграла 

/^^=8и2='-|{(:г-:г„)^-.-(2/-%)»н-(.-..)''}, 
(28) 

взятая  раз  по  ж  и  раз  по  у,  равна  нулю: 


|В) 


где  последний  интеграл  распространен  по  всему  пространству  без  СФеры  (28). 

9.  Примечание.  При  выводе  мы  могли  бы  СФеру  (28)  заменить  другой 
областью  (I)),  заключающей  точку  М(,(х^,  у^^  г^  и  не  заключающей  внутри 
точек,  принадлежащих  границам. 

Соответственно  этому,  Формулам  {А)  и  {Б)  можно  дать  вид: 


(Л)^ 


^1     —к(—  Г^|^1^ 


[В)  х=Хй 

У=Уо 


{В,) 


В)  "  "  (В-В)  "  " 


1Жо 

(В)  х=хо 

У=Уо 


(В)  (Е-В) 

Значок  (В  —  В)  указывает,  что  интегралы  взяты  по  всему  простран- 
ству без  области  (В). 

10.  Положим,  что  точка  Мо{х^,  у^,  г^)  лежит  на  границе. 

Опишем  около  точки  М^  СФеру  радиуса  й.  Границей  СФера  будет  раз- 
делена на  две  области,  из  которых  одна  принадлежит  к  числу  областей  пер- 
вых, другая  к  числу  вторых. 
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Обозначим,  чтобы  иметь  дело  с  обоими  случаями,  ту  из  них,  в  которой 
точка  М,  близкая  к  М^  н  подлежащая  изучению,  через  </,.,  другую  через  </  . 

Если  точка  М  приближается  к  Л/^,,  оставаясь  в  области  [А^,  то  К  стре- 
мится к  пределу,  который  мы  обозначим  через  {К)^',  если  бы  точка  прибли- 
жалась к  М^^  оставаясь  в  {й^,  предел,  к  которому  стремилась  бы  К,  мы 
обозначили  через  [К]^. 

Обозначим  через  Р^  интегра.1 


Г(?;<?7 


распространенный  по  области  (1^. 

Из  доказанного  в  главе  второй  вытекает,  что  производные,  вычислен- 
ные в  точке  М: 

дх^       дхду 

стремятся  к  определенньш  пределам,  когда  точка  М  приближается  к  М^. 
Обозначим  эти  пределы  через 

смотря  по  тому,  в  (й .)  точка  М  или  в  (с?^. 
Введем  в  рассмотрение  числа 


(Л) 


{Вд 


(•й-<?) 
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понимая  под  знаком  {Е  —  й),  что  интеграл  распространен  по  всему  про- 
странству без  Сферы  (й),  а  под  г^ — расстояние  от  М^  до  переменной  точки  М. 
Сходимость  встречающихся  интегралов  не  подлежит  сомнению,  вслед- 
ствие условия  (16)  о  функции  К,  по  которому 

Мя{с1,у.  \Е-{К\\<аN^,'-\      для  (й^:    \К—^К)^\<аN^,'-'' 

и  потому,  что  сходимость  последних  интегралов  установлена  в  параграфе  7-м. 
Оценим  числа  (Л^)  и  (Б,.). 
Первое  слагаемое  в  (А^)  по  (12)  не  больше  по  абсолютной  величине 

Сумма  второго  и  четвертого  интегралов  в  (-4,.)  и  в  (В,.)  не  больше 
а 

о 
Так  как 

\{К)-{К\\<\К1^\К\,<2а2^, 
то  третьи  слагаемые  в  [Л^  и  (Б,.)  не  больше  числа 

где  а'  некоторое  число,  не  зависящее  от  выбора  точки  Ж,,;  коэффициент 
в  этом  члене,  именно,  один  из  интегралов  (3)  параграфа  2-го  прошлой  главы 
и  ограничен. 

Чтобы  оценить  последние  слагаемые,  разобьем  область  {В — с[)  на 
три  части. 

Описав  около  М^  СФеру  радиусом  В  и  положив,  например,  I)  >  1 , 
I)  >  й,  возьмем  интегралы  сначала  по  СФере  [В).  Получим,  что  они  абсо- 
лютно меньше 

в 

а   '" 
где  о^  некоторое  число. 

Опишем  затем  около  начала  координат  СФеру  радиуса  Д,,  заключаю- 
щую Сферу  (В),  и  возьмем  интегралы  по  этой  СФере,  без  СФеры  (I)),  и  по 
остальному  пространству. 
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Интегралы,  взятые  по  СФере  (Л^)  без  СФеры  (2>)  меньше 


3 
О 


Интегралы,  взятые  по  остальному  пространству,  меньше 


Все  сказанное  показывает,  что  можно  положить: 


(^),1<^^.  \т<'''' 


где  &  некоторое  число,  значение  которого  не  зависит  от  положения  точки  М^. 

11.  Возьмем  в  области  (Л.)  точку  Ж^(а:^,  у^,  г,)  на  расстоянии  §  от 
точки  Жо  и  найдем  производные  от  С/"  по  а:  п  по  г/  в  точке  М^ . 

Пользуясь  сказанным  в  параграфе  9-м,  выбираем  за  (В)  область  {с1.) 
и,  положив,  как  в  главе  2-й: 

г  ]  у 

где  интеграл  распространен  по  области  ((?,.),  пишем,  обозначая  через  К^ 
значение  ^  в  Ж : 


понимая  под  (2?  —  с?.)  все  пространство  без  области  (с^,),  а  под  г^  расстоя- 
ние от  точки  М^  до  переменной  точки  31. 


(Л) 


(В') 


—  89  — 

Обозначаем  через  (Е  —  й)  все  пространство  без  СФеры  (с^  и  заме- 
чаем, что 

Вследствие  этого,  последним  интегралам  можно  дать  вид: 

преобразовав  аналогичным  образом  и  второй  из  них. 
Прибавив  к  ( -3-  )      интеграл 

К  Щ 

/ди\ 

и  вычтя  его,  и  поступив  аналогично  с  (  -з-  1     ^  получим  окончательно : 

'     (<г,-) 


(В-й) 


^1 


I      (йе)  (В-й) 


Покажем,  что  (А)  и  (5'),  когда  точка  Ж^  стреаштся  к  точке  М^,  не 
выходя  из  области  (е.),  стремятся  к  пределам,  равным  (Л^)  и  (В^),  причем 
разности  между  ними  и  их  пределами  вида 

где  Ъ'  некоторое  число. 
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Для  доказательства  будем  сравнивать  в  Формулах  (^4,.)  и  {А'),  соответ- 
ственно в  (5,.)  и  {В),  интегралы  почленно  и  докажем,  что  разности  между 
соответственными  членами  все  вида 

(18)  Ь2УВ'-\ 

а)  Из  Формулы  (16)  непосредственно  вытекает,  что 

\К,-{К),\<аМ'-\ 

т.  е.,  что  разность  между  первьгаи  слагаемыми  в  (А^)  и  (А')  требуемого 
вида. 

р)  Переходим  к  сравнению  первых  интегралов  в  Формулах  (А^)  и  {А'). 

Опишем  около  точки  Жд  СФеру  радиуса  3§  и  возьмем  сначала  каждый 
из  4-х  интегралов  по  области,  ограниченной  границей  и  поверхностью 
Сферы. 

Интегралы  в  Формулах  (Л,.)  и  (Б,.)  каждый  меньше 

^аК  ('^±^^  =  А.ЛаК  №  =  2^2^(з8)-\ 

о     " 
Интегралы  в  Формулах  (А)  и  (В')  каждый  меньше 

88  «    27Г  35  Го+8 


0    0    0  ^  о  |Го-5|       ^ 

8    8-нго  38  Го-*-8 

о   8-Го  ^  8   '•о-^       ^ 

8  38 


Положив 

со 

имеем 


8  б 

1    Г     (        1  1        I  Г  -^  г  **-^* 


О   ^-=0 


1=0 
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ЗВ  Зо 


^И^-^\"''='1 1;-.;?^'"-«= 


=  21'-'  ^       ^^^^       [  1 г^  ]  =  я"  §^-^ . 


Следовательно,  взятые  по  указанной  области,  все  интегралы  вида  (18). 
Переходя  к  разностям  оставшихся  частей  интегралов,  будем  писать 

{0}    вместо      ^      а 3   ИЛИ   — ^ 2^5^^^ ^5 

,,  ,                  •дЦ  —  хЛ^        1             3(С  — а;,)(7)  — 2/,) 
{1}  вместо      ^%5  '   — г-з  ИЛИ  -^ ^ ^. 

Получим 

(й,— 38)  (й,-38) 

=  ((Г),-х,)|{1}йЕ^^^г:-4-|(х-(г),)[{1}-{о}]сГ,йУ1(гс. 

(Д,— 38)  (й^-ЗЗ) 

Прибавим  и  вьитем  из  правой  части  число 
|{1}^^у]С 

(38),- 

обозначая  этим  знаком  значение  в  точке  Ж^  производной  от  интеграла  Р,.,  взя- 
того по  части  Сферы  (38)  внутри  (<?,.)  и  вычтем  его,  умножив  предвари- 
тельно на  ((Ж),.  —  К^). 

Для  удобства  положим: 

-((Ж).  — г,)^{1}йЫV1Й^  =  -((Я).—  ^)^{1}й?,й^1Й^-4- 
(38),•  (38) 

-*-{{К),-К,)^{\]т-пЛ. 

(38), 
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и  дадии  изучаемой  разности  окончательно  вид 

(19)  {^К),-к,)^{1\(^^(^^^с^:.^{{К).-к,)у^-^ 


(35),  -        №-Э 

Здесь 

>5  =  -^  в  случае  Формул  (А)  и  нуль  в  случае  Формул  (В). 

Число 

1}с(^с1п(К   равно    -г/'        "'"    ^— ^ 


^^  1         или     -^-7^- 


/^ 


и  ограничен,  так  как  с  приближением  31^^  к  М^,  стремится  к  пределу. 
Так  как 

\{К\  —  К,\<ат'-\ 

первые  два  слагаемые  Формулы  (19)  требуемого  вида  (18). 
Множитель  следующего  слагаемого  равен 

,^  .,                            ГС08  Nx  008  г,  X  п                  ГС08  ]Ях  соз  г.у, 
(20)  ^  р 1-йа   илп   ^  —^ ^-^Аа, 

где  интегрирование  распространено  частью  по  границе  внутри  СФеры  ра- 
диуса 38,  частью  по  вырезке  из  поверхности  СФеры. 

Так  как  расстояние  точки  М^  от  М^^  меньше  половины  3§,  половины 
радиуса  полусФеры,  то  по  сказанному  в  параграфе  21-м  главы  2-ой,  они 
ограничены,  и,  значит,  третьи  слагаемые  Формулы  (19)  требуемого  вида  (18). 

Переходим  к  последнему  слагаемому. 

Имеем,  выполняя  подробнее  выкладки  для  Формул  (.4), 


[1]  —  \0]={х^  —  х,) 


дя^ 


(Уг       Уо^дх^ду 


-*-{^1  —  ^)-^ 


дг 


где  производные  вычислены  в  точке  Ж  между  М^ж  М^. 

1ак  как  третьи  производные  от  -  все  меньше  —^1  и  расстояние  от 

точки  Ж'  до  точки  внутри  области  интегрирования  больше  г^  —  §,  имеем 
неравенство : 

|т-(о)1<^- 
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Следовательно, 


а 
^{К-  (К),)  [{ 1 1  -  { О }]  йЫу)  й^|  <  24  •  \/з  4^ат  /^^^|^^^  = 

(й<-38)  38 

а  (1^ 

=  24.  \/3-4.аЛ^§ /^-А^  =  24.  ^[3.4шт^2  '^  7^^'^  = 
32    "       [^~Т,)  38Ь=0        '^о 


Здесь 


1  СО 

1        -^        к 

ь=о 

Итак,  разности  между  первылш  интегралами  в  Формулах  (Л^),  {В^ 
У1{А%  (В')  вида  (18). 

у)  Переходя  к  третьим  слагаемым,  перепишем  разность  их  [для  Фор- 
мул (-4)  для  примера]  так: 

тх  -  да,)  (^•)  -  (да,  -  к,)  {^^)=[к,-(к),)ф\-^ 

В  первом  слагаемом  первый  множитель  вида  (18),  второй  ограничен 
по  сказанному  в  главе  2-й;  во  втором  слагаемом 

\{К:^-К,\<\{КX\-^\К,\<2аN 

и,  по  сказанному  в  главе  2-й: 

Итак,  разность  между  третьими  слагаемыми  требуемого  вида  (18). 
§)  Переходим  к  разности  между  четвертыми  слагаемыми. 
Возьмем  все  четыре  стоящие  па  четвертых  местах  интегралы  внутри 
Сферы  радиуса  3§,  описанной  около  точки  Ш^. 

Занимаемся  сначала  интегралами,  входящтш  в  Формулы  {Л)  и  {В'). 
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Опишем  около  М.^  СФеру  радиуса  8;  если  М^  не  на  нормали  к  границе 
в  точке  Жр,  внутри  СФеры  будут  точки  поверхности  и  среди  них  точка  Ж, 
такая,  что  М^  на  нормали  к  границе  в  М^ . 

Положим,  8^  расстояние  от  Ж^  до  Жд,  8^  расстояние  от  М^  до  М^, 

51  <2,     2з<2а 

Опишем  около  ^^^^  две  СФеры:  СФеру  радиуса  о^  и  СФВру  радиуса  48 
(черт.  19). 

Ранее  описанная  около  М^  СФера  радиуса  38  целиком  заключается 
внутри  последней. 

Обозначим  через  (К)^;  значение  К  в  точке  Ж3  со  стороны  ^^. 

Пользуясь  введенньшп  выше  обозначения»ш,  пишем: 

\\К—{К);){1}  тг1^.  =  |(Ж  — (Я)..)  { 1 }  ^^Аъ^^ 

Первый  из  интегралов  по  абсолютной  величине  меньше  интеграла,  взя- 
того между  СФера1кга  радиусов  8,  и  48,  описанными  около  точки  М^: 


45   я  21Г  48  Г1+01 

Й!     о     о  б^  Г1— 01 


4а  Л^ 

5;      о      о 

4$ 


,  аА-»-л      1 

1с=0 


1\Ь=о  *  4=0  I 


*-Ь=0  "  Ь=0 

=  г>2^8^-^ 

Здесь 


(1^ху-'-  =  ^Ьу, 


—  95  — 
и  вместо  О  нами  введен  при  интегрировании  г^  по  Формуле 


г^  =  ф-^^  -+-  \^  —  2г,  §1  соз  0. 
Обращаемся  ко  второму  интегралу.  В  нем 

что  же  касается  второго  множителя,  то  мы  уже  установили,  что  он  ограничен. 
Четвертые  слагаемые  Формул  (-4,.)   и  (5,.)>  взятые  по  СФере  (3§) 
с  центром  в  М^,  абсолютно  меньше 

^         »-о  ^  Го^       1  — X  "-    ' 

(35)е  О 

Итак,  взяв  интегралы  на  четвертых  местах  по  СФере  радиуса  38  около 
Жц,  мы  получим  числа  (18). 

Изучаем  теперь  разности  между  четвертьши  интегралами,  взятыми  по 
остальной  области. 

Имеем  для  разностей  значение 


^{К-{К)^)[{1}-[0}]с1иг1€, 


И  интеграл  абсолютно  меньше  интеграла 

^     (^0  —  ^) 

38 

уже  изученного  в  случае  ф). 

г)  Остается  разность  между  последними  интегралами 

{В-О} 

Описав  около  точки  М^  СФеру  радиуса  I),  положив  скажем  I)  >-йо, 

В  —  -^>  1,  имеем,  что  интеграл  по  СФере  (В)  абсолютно  меньше 

в 

24  .  47:аМ  (-^Щ-,  = 
^  (»о  — 5)* 
Л 

если  считать,  что  §  <  -^  ;  а'  некоторое  число. 
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Далее,  описав  около  начала  координат  две  СФеры  радиуса  В^  и  Е,  бе- 
рем интеграл  по  сФере  (й^)  без  сФеры  (Л)  и  по  области  между  сферами 

(В)  и  (^?,). 

Первый  абсолютно  меньше 

Второй,  при  ^  =  оо ,  абсолютно  меньше 

в 
24-4^аШ    Г  (Ц        2^■  АтмШ      1      .,,7.3, 

Итак  последняя  разность  вида  Ы<!о,    а  вся  разность  вида  Ш8^     , 
что  и  требовалось  доказать. 

12.  Обозначим  буквой  5  одну  из  производных  от  одной  из  функции  (3). 
В  параграфе  10-м  мы  видели,  что  когда  точка  М^  {х^,  у^,  г^  находится 
на  одной  из  границ,  то 

где  Ь  число,  независящее  от  положения  точки  31^. 

Если  мы  опишем  около  какой-нибудь  точки  М^  СФеру  радиуса  —  >  то 

может  случиться  одно  из  двух:  или  внутри  СФеры  будут  точки  одной  из 

границ  пространства  (Е)  пли  их  не  будет. 

В  первом  случае  на  одной  из  границ  будет  точка  ^I^Г^,  расстояние  ко- 

(^ 
торой  от  Жд  меньше  —  и,  значит,  по  доказанному  в  прошлом  параграфе, 

разность  между  значениями  производной  в  точках  М^  и  Ж^  будет  меньше 
числа  вида 

где  а  не  зависит  от  положения  точки  Ж,.  Значит,  значение  5  в  М^  будет 
меньше  чисча  вида 

Ъ'У, 

где  Ь'  не  зависит  от  положения  точки  М^. 

Положим  теперь,  что  внутри  описанной  около  31^  СФеры  радиуса  -^  нет 
точек  границы. 


—  97  — 

Оценим  значение  5  в  точке  М^. 

Имеем,  беря  за  область  (2))  указанную  СФеру  радиуса  — : 

(I)  (^-4) 

где 

г  = т-  ИЛИ  У)  =  о  • 

о 

Т-Г  ЛГ  (^^ 

Первое  слагаемое  меньше  аN  или  меньше  — ^ )  где  ро  расстояние  от 

Ро 
начала  координат  до  точки  М^. 

Второе  слагаемое  абсолютно  меньше 


Ро*  ^  '•о'  "^   Ро* 


Итак,  как  сумма  первых  двух  слагаемых,  так  и  произведение  ее 
на  рд^  вида  ЪN. 

Оцениваем  третье  слагаемое.  Описьгеаем  около  точки  Ш^  сФеру  доста- 
точно большого  радиуса  2),  положив  I)  >  1^  и  берем  сначала  интеграл  по 

Сфере  {В)  без  сФеры  ( — 


2 

Имеем  для  этой  сФеры  (черт.  20) 


I  ТГ\      ^        ТУТ     I  Т71       ^    «-^^     ^  (1^ 


р*    ^(ро-2))* 
И  интеграл  меньше 


в 


4.аВ ■  4тг  Г^^"  =  1  ^ш^N  [\ощ  В  —  1о§  ||  <  ЪN 

в 

(Ро-^))*^  Го  ^{^,-В)' 


или  меньше 

2) 
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откуда  ясно,  что  как  сам  интеграл,  так,  при  достаточно  большом  рд,  и  его 
произведение  на  р^'  меньше  ЬК. 

Опишем  около  начала  координат  СФеру  радиуса  Е^^  и  СФвру  радиуса  В 
и  берем  интеграл  по  СФере  (Е^)  и  по  области  между  сферами  {Е„)  и  (Е), 
исключая  Сферу  (В). 

Если  Сфера  (П)  внутри  СФеры  (Е^),  т.-е.  если  о  рд  сделано  предпо- 
ложение 

то,  повторив  рассуждения  конца  параграфа  10-го,  убедимся,  что  оставшийся 
интеграл  меньше  числа  ЪN. 

Сосредоточим,  поэтому,  свое  внимание  на  случае,  когда  СФера  (В) 
в  области  между  СФералга  (Е^)  и  (Е). 

Инте1фал  по  СФере  (Е^)  абсолютно  меньше 

-Ко  ''  2~  -Во  Ро+Р 

0   0   0  о  ро-э 

ро  ^  Про-р  ро-^р(  ^        ^й^ 


-Кп^  ^        1   _    ^Ко** 
З"   Ро' 


Аг=0 

Здесь 

а  потому  как  сам  интеграл,  так  и  его  произведение  на  р^^  меньше  числа  ЬК. 
Интеграл  по  области  между  сферами  меньше 

Ро-Вро+Р  ро+Бро+р  -В  р+Ро 


■Во    Ро-Р  Ро--Р  -О  ро+2)?-Ро 

Ро-2)  ?о+0 

ро      ^рМРо  — Р        Ро-^Р)     '^       .'  рМ^       ?о^-?1     '^ 

?о--0 

-141-^ -\^?- 


р'^ 
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Оцениваем  три  интеграла  порознь. 

_^&-аN\    1 ^      -у       1      ((р,-Д)«*-1      ДрЗ^-М 

т.-е.   как  сам  интеграл,  так  и  его  произведение   на   р^^  меньше   числа 
вида  ЪN. 

Переходим  ко  второму  интегралу.  Так  как 

?о-^?<2р„-»-Д  -^,<-2^^ 

то 

Ро    ^  рМ-0      ро-^-рГ^^    ?о    ■^>(2ро-^-^)^р'- 

Ро-1)  Ро-Х» 

16г:а2*Г        1(1  1        I         32^:аN  ?„ 


(2р„-н1>)2)    гКРо— О)'        (Ро-'--О)М       2роН-1)  (ро^-!)*)^' 

и  как  сам  интеграл,  так  и  его  произведение  на  р^^  меньше  числа  вида  6^. 
Оценивая  последний  интеграл,  видим: 


со 

.^и  2л; -1-4  (опЧ-1)г*^* 


И  как  сам  интеграл,  так  и  его  произведение  на  р^^  меньше  числа  вида  ЪN. 
Итак,  во  всякой  точке  М^: 

\8\<ЪК,  р,^\8\<ЪК 

13.  Положим,  что  дана  производная  8  по  х,  у  или  з  от  одной  из 
функций  (3)  и  что  имеются  две  точки  М^  и  М^  по  одну  сторону  от  границ, 
расстояние  о  между  которьпга  меньше  с?. 

7* 


—  100  — 
Покажем,  что,  если  5,1/(,  и  5л/,  значения  5  в  этих  точках,  то 

15-3/0  — <Ь'д/,|<аЛ^8^-\  Ро'  \8мо  —  8м,\<ат'-\ 

где  рд  расстояние  точш!  М^  от  начала  координат,  а  а  число,  не  зависящее 
от  выбора  точек  Ж^  и  ^^/^  и  производной  5. 
Мы  будем  предполагать,  что 

(21)  3<|- 

Если  бы  это  неравенство  не  было  соблюдено,  то  было  бы 

(!)■ 


!5з/о  — 5лл|<|5з/о|н-|5л/,|<2Ь.У=-^^^^<--^-^  =  а2^8^  \ 


Следовательно,  достаточно  доказать  теорему  при  указанном  предполо- 
жении (21)  о  0. 

Опишем  около  М^  сФеру  радиуса  Зо. 

Может  случиться,  что  внутри  сФеры  есть  точки  границы;  может  слу- 
читься, что  внутри  Сферы  нет  точек  границы. 

Рассмотрим  первое  предположение. 

Возьмем  на  границе  внутри  СФеры  точку  Ж",  п  пусть  о^  п  о,  расстоя- 
ния ее  от  Жд  п  М^.  Имеем 

Как  01,  так  и  о^  меньше  — ;  значит,  на  основании  доказанного  в  пара- 
графе 11-м,  еслп  (5),.  значение  производной  в  точке  Ж"  со  стороны  точки  Ж„: 

|5^,,  — 5^,1  =  |(5ж„  — 5^„)-1-  (5^,.— 501  <  |5.'/„  — 5.ио|  -+-  |5л,о  — 5л,,1  < 


м-л 


Доказав  теорему  при  сделанном  первом  предположении,  переходим  ко 
второму  предположению. 

Опишем  около  точки  М^  СФеру  радиуса  — .   Может  случиться,  что 

внутри  этой  Сферы  нет  точек  границы,  и  что  точки  границы  есть. 
Рассмотрим  сначала  первое  предположение. 
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В  этом  случае  8м„  и  8^,  можно  вычислить  по  Формулам  параграфа  9-го, 
выбирая  за  область  {Ю)  построенную  сФеру  ( -д")-  Имеем: 

(I)  («-й 

8^^  =  К,пч-  ^{К—К,){1}с^Ы^^€-*-  ^К{^]с^и^^с^, 


где 


4тс 
или   У]  ^ 5"    или   У)  =  0. 


Разность  между  первыми  слагаемьми,  вследствие  (1 5),  требуемого  вида. 
Занимаемся  вторыми. 

Прежде  всего,  берем  каждый  из  интегралов  по  СФере  радиуса  3§, 
построенной  выше. 

Интеграл  в  8^^  абсолютно  меньше 


35 


о 
или  меньше 


смотря  по  тому,  которое  из  неравенств  (15)  мы  выбрали. 
Интеграл  в  8м,  абсолютно  меньше  интеграла 

взятого  по  Сфере  радиуса  48,  описанной  около  точки  М■^,  так  как  эта  СФера 
заключает  рассматриваемую  сФеру  (38).  Значит,  он  абсолютно  меньше 

43 

АаNЛ.  Г^}  =  12^^(4§Г'^  или  <: —±^-^^^—,Ц^Г\ 
0^'^'-         1-^  (1-Х)(р<,-|-) 
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так  как  из  (15)  имеем 

где  р1  расстояние  от  начала  координат  до  точки  М^. 

Итак,  как  оба  рассматриваемые  интеграла,  так  и  произведения  их  на 
рД  при  достаточно  большом  р^,  вида 

(22)  «'2^й^-\ 

Остается  рассмотреть  разность 

^(к—к,){о}с^^с^па(^—^{к-к,){^}аЫпс[^. 

Она  равна 

{К^—Щ)  ^{1}^ап^ч-  ^^к-  к,)[{о]-{^]](Р,а^^^. 
(1-3^)  (Ьзв) 

в  первом  слагаемом  множитель  К^  —  Я^  на  основании  (15),  конечно, 
требуемого  вида;  но 

(Ьз5) 

равен  разности  между  двумя  одинаковьши  производными  второго  порядка  во 
внутренней  точке  от 

^^1  йг,  ^  Г  61  йт!  с1С 


±\  (38) 


и  потому  равен  нулю;  следовательно,  первое  слагаемое  нуль. 
Второй  интеграл  абсолютно  меньше 


2ик 
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так  как  мы  уже  выяснили,  что 

|{0}-{1}|<      ''' 


Если 


то  последний  интеграл  меньше 


24а^V.  4 


8' 


38  1=0       'О 


=  ,4.^.4,8  {(2^3^^5)^-|пН^1- 


г=о 


т.-е.  меньше  числа  вида  (22). 

Взяв  другую  из  Формул  (1 5),  мы  получили  бы,  что  он  меньше  —^  §^~  . 

Ро 
Рассмотрим  еш,е  разность 


^К[{0}-{^}}(^^а^^сI^, 


л-^ 


выделенную  из  разности  последних  слагаемых  в  выражениях  8^^  и  8^^. 
Написанный  интеграл  абсолютно  меньше 

а  а  ^ 

24а^V.4^§^"^^4=^,=  24а^V.4т:а^  ^с,^^аг,= 

а  л      1=0 

Г  3" 


откуда  ясно,  так  как  соблюдено  (21),  что  он  меньше  числа  вида  ЪШ. 
Замечая,  что  при 
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имеем  в  области  интегрирования 

\К\<     '^^^ 


(?о-<^/ 


заключаем,  что  произведение  ра.шости  на  ре'  тоже  вида  ЬN^^. 
Переходим  ко  второму  предположению. 

Описав  около  31„  сФеру  радиуса  — ,    найдем  внутри  ее  точку  ЛР. 

ближайшую  к  31^  и  лежащую  на  границе.  Опишем  около  Ж"  СФеру 
радиуса  с1.  Как  М^,  так  и  Ж^  будут  внутри  сФеры.  Если  о^  расстояние  М^ 
от  М°,  а  8,^  расстояние  Ж^  от  М",  то 

„ч^^.й        л^^        ^    .  (I        с1    ^  с1 
Зо<о„<-,     о,<о„-но<--*--<-. 

Граница  делит  сФеру  {(Г)  на  две  части;  ту  из  них,  в  которой  точки 
Л/д  и  Ж^,  мы  обозначим  через  Л-,  другую  через  (^^. 

При  построении  значений  производной  5  в  точках  Жд  и  Ж^  мы  возьмем, 
как  в  параграфе  11-м,  за  область  (В)  область  (с^^.)  и  применим  Формулы  (^') 
и  (^5')  параграфа  11-го,  обозначая  через  (К)^  значение  Къ  точке  Ж"  со 
стороны  (Л). 


и) 


{А') 


8,,=-''^к,^^{к-к,)[\]^.а,^вх,^{{к^)-к,)Щ^^^ 


-^  ^  {К—{К\)  {1]о[^йч1дХ,-^  ^  К[\]сГсау1с1Х,. 

Мы  выбрали,  чтобы  на  чем-нибудь  остановиться,  производную  -^ ; 
но  от  этого  выбора  зависит  суш,ественно  только  Форма  первого  и  третьего 
слагаемых  в  (А')  и  (-4");  для  производной  -г—^    первые    слагаемые    надо 

заменить  нулем,  а  в  третьих  поставить  ^-г 
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Сравниваем  почленно  слагаемые  в  Формулах  (А)  и  (А"), 
а.)  Вследствпе  Формул  (15): 

и  разность  между  первыми  слагаемыми  требуемого  вида  (22). 

р)  Берем  сначала  интегралы  во  вторых  слагаемых  по  СФере  радиуса  32, 
описанной  около  точки  Жц.  Эти  интегралы  нами  исследованы  при  разборе 
первого  предположения  и  оказались  по  абсолютной  величине  меньше 
числа  (22). 

Остается  разность  между  интегралами  по  остальной  части  области  {с1.): 

Г(л: — а;)  { О }  й^  ^п  с^г;  —  Г  (а:— г;)  { 1 }  йЫу]  (^  = 

(й,— 35)  (й,— 38) 

(й,— 38)  К-  — 35) 


(24) 


В  первом  слагаемом  разность  К^  —  Е^  требуемого  вида. 
Второй  лшожитель  первого  слагаемого  есть  вторая  производная  от 
интеграла 

(26)  /^, 

(й,— 35) 

вычисленная  в  точке  М^. 

Прибавляя  к  нему  и  вычитая  из  него  значение  второй  производной  от 

(38) 

в   точке  Ж"^,   лежащей   внутри   СФеры  (Зо),   т.-е.   число   ограниченное, 

5~  или  нуль,  мы  преобразуем  интеграл  (25)  в  значение   в  точке  Ж^ 

второй  производной  от 

щ 

т.-е.  в  число  ограниченное,   меньшее  некоторого  числа  Ъ,  независящего 
от  положения  точки  М^. 

Следовательно,  первое  слагаемое  в  (24)  вида  (22). 
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Второе  счагаемое  в  (24)  абсолютно  меньше 


,"  _  8-Л  -7-. 


Зо 

В  предпоследнем  интеграле  интегрирование  распространено  по  СФере 

радиуса  (^-+--г-)    описанной   около   точки   71/о;    эта   сФера   охватывает 

Сферу  (й). 

Интегра.!,  подобный  получившемуся,  уже  оценен.  Применяя  разло- 
жение (23),  имеем: 

и  он  вида  (22). 

Итак,  разность  между  вторыми  слагаемыми  в  (Л)  и  {Л")  требуемого 
вида  (22). 

у)  Переходим  к  третьим  слагаемым.  Имеем: 

№-^о)^|     -№-^а)^|     =(^-^о)^^     - 


Первое  слагаемое  требуемого  вида,  так  как  К^ — К^  требуемого  вида, 
а  интегральный  лшожитель,  по  сказанному  в  главе  2-й,  ограничен. 
Первый  множитель  второго  слагаемого  меньше 

'(К)^-ь-\К,\<2аК; 

второму  множителю  посвящены  §§23 — 26  главы  2-й,  и  установлено,  что 
он  абсолютно  меньше  числа  вида  (22). 
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Следовательно,  разность  между  третьими  слагаемыми  в  {А!)  и  {А') 
требуемого  вида. 

о)  Переходим  к  четвертым  слагаемым.  Вычитая  их,  получаем 


|(х-(Х),)[{о}-{1}]й^,йу)й(:, 


{Ае 

интеграл,  который,  если  г^  расстояние  от  Ж"  (черт.  21),  абсолютно  меньше 


в  последнем  интеграле  интегрирование  распространено  по  СФере  радиуса 
с  центром  в  Жд. 


3 
Но 


зш  а         •'       зт  а  *" 


так  как  угол  а  больше  угла  со,  который,  как  мы  считали,  не  менее  30°; 
при  остром  а:  81п  а  >>  — )  а  при  тупом  а:  г^  <;  г^. 
Итак,  последний  интеграл  меньше 


4й 


^  ('•о— о) 

38 

как  показано  при  разборе  случая  (р). 

Итак,  сумма  всех  первых  четырех  разностей  меньше  числа  йЛ^^~^. 

Остается  изучить,  для  обоих  предположений,  разность  интегралов, 
распространенньо:  по  всему  пространству  вне  СФеры  (й). 

Сферу  (й)  мы  строили  радиусом  д,  или  около  точки  М^  или  около 

точки  Ж",  удаленной  от  Ж^  менее  чем  на  —  •  Во  всяком  случае  эта  сФера 
заключает  СФеру  радиуса  — й,  построенную  около  точки  Ж»  как  центра. 
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Описываем  около  М^  СФеру  радиуса  I),  где  !)>(/,  В  —  —  >  1 ,  и 

берем  разность  интегралов  сиерва  по  с<1»ере  (О).  Разность  их  по  абсолютной 
величине  меньше 

8   "  3    " 

1=0         \т  V 

т.-е.  меньше  числа  вида  Ь^о. 

При  оценке  К  вместо  первой  из  Формул  (12),  мы  могли  бы  взять 


р*  ^(ро-2))* 

где  рд,  как  и  прежде,  расстояние  М^  от  начала  координат. 

Мы  получили  бы,  что,  при  достаточно  больших  ро,  разность  интегралов 

меньше  числа  — »-  • 

Опишем  около  начала  координат  две  СФеры:  сФеру  радиуса  Е^  и 
радиуса  Е. 

Сфера  (В)  может  заключаться  внутри  сФеры  (Е^),  может  не  заклю- 
чаться внутри  ее. 

В  первом  случае  разность  между  интегралами,  взятыми  по  СФере  (Е^), 
меньше 


разность  между  интегралами,  взятыми  по  области  между  сферами  (Дц)  и  (Д) 
меньше 

к 
'^^^^1^   Г^<24«2У.4и3.4-<ЬЛ^а,  считая  2г  =  оо. 


Полагаем  теперь,  что  сФвра  (В)  вне  СФеры  (До);  в  этом  случае  ро 
можно  увеличивать  беспредельно. 
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Интеграл  по  СФере  (Е^)  абсолютно  меньше 

Ва  г.  2т:  Во  ро+р 


0     0     0  о    ро-р 

■"О     Ро~*"Р 

24аN.21^^    Г     С    ^        Ь^     .   ^ 


О    ро-р    1=0 


Р„      "]  ?,^1гч-2  "(ро-рУ-^^     гн-2  •(Ро-ьрУ-*-V  ^~ 


о        1=0 

-Но 
24а2У.2т15.  Г     ^  /     с,  1  §'  с,         1  8' 


Функция  под  знаком  последнего  интеграла  меньше 


^^.-.2р^(,_^р<(,_^)^-^/ЧРо-рУ 


_         Р  ^  ^         ? 1 

-(1_А)71 ^р(1_^)^    (1 1-)* 

\         Ро'   \         Ро— Р/         \  Ро'      \         Ро— -Ко/ 

Значит,  интеграл  меньше 

24а-гУ.27с.§ Е1 а' Ш 

\  Ро/   \         Ро—Щ/ 

Интеграл  по  области  между  сферами  (Е^)  п  (Е)  абсолютно  меньше 

{[11-В,)-В) 
^    РО--0  Ро+Р  РО+-0  Ро+Р  -й    р-<-Ро 

?о    и  ^  р'к-^)*   ^  ^  рЧ'-о-^)*   ^  }9Чг,-т 

Во  Ро-р  РО--0  -О  РО+-0  Р-Ро 
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Рассматриваем  интеграл>1  порознь.  Для  первого  имеем  : 
РО--0  Ро+Р 


а'^УЗ  Г  1 


■Ко   Ро-Р       '=° 


_а  .Уй  Г  1   <^  /     г,  б' (^  6'        \       _ 

-     р„     ^  р»2;|и-н2(р„-рЛ='       /н-2(р„-нр)'-«Г?- 
Во 
РО--0     ^ 

_|т  г_1_ '^  /  _с^  1         а' с^_\    _^!___\^ 

^?о       ^=^  \         Ро'  '         Ро' 

функция  под  знаком  интеграла  меньше 

Значит,  интеграл  меньше 

РО-.0  Ро--0 

«'-^  1  Г    1  1         ,         о'Л^5         1  Г     ^/;       1  ^  ?'""  ^ 


_а^  1         I 1 2_  1одр       -^^-4-1     р'-*|Ро 

Ро'   ■(1_^)М     2р«     рр„-*-%,'' -^^^г-2-17"и 


Отсюда  ясно,  что,  при  больошх  ро,  интеграл  меньше  числа  вида  — з~  * 

?о 
Для  второго  интеграла  имеем: 

Ро+2)ро+р 
2АаN.2■xЪ    Г      С    I    ^-         -       , 


Г      Г   1   ^         8' 
-В  в         ^=0 


~     Ро      ^    р«1,^г-н2  •!)'-»        г_н2Чро-+-р)'-«;*Р< 

?о+Х> 
о\2У^   Г  2.     V       ^'^    _  а'-У§  1         )         1 1        I 


о'.гУ§  1 2ро 

^  Ро^   '(1-±1{?г~1>Т 
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откуда  ясно,  что,  при  оольших  ро,  интеграл  вида  — ^^ 

?о' 
Для  последнего  интеграла  имеем: 


/  /72^^;п^^?^^о= 


^     Р' 
Ро+1)  р-Ро       '=*^ 


В 

%'Ш  Г  1 


^     Ро    (1- 


"    Ро  ^  рЧ-^г-*-2(р-Ро)'-"^     г-ь2  •(?-+-?„)'-« ГР< 


Ро'  ^а'-У^  1 


откуда  ясно,  что,  при  больших  ро,  интеграл  вида  — з~' 

Ро 

Собирая  все  вместе,  заключаем,  что  высказанная  теорема  справедлива. 
^^гшеча^име.  Содержание  §§  7 — 13   обнимает  вопросы,  касаюш,иеся 
свойств  производных  второго  порядка  от  объемного  потенциала 


/ 


—  с1ш 


и,  вместе  со  сказанным  в  главе  2-й,  образует  теорию  этих  производных 
при  предположениях,  сделанных  о  плотности  К  и  границах.  Сделанные 
предположения  позволяют  считать  К  равной  нулю  вне  некоторой  области  и, 
таким  образом,  считать,  что  интеграл  взят  по  ограниченной  области. 

14.  Из  доказанной  теоремы,  как  одно  из  следствий,  выводим: 
Производные  от  Функций  Л,  V,  Ж  непрерьгены  внутри  каждой  из 

областей,  на  которые  разделено  границами  пространство  (Е). 

15.  Докажем  еще,  что  производные  от  Функций  (3)  по  ^^,  д-д,  д^,  при 
данных  з^,  ^^,  2з,  непрерывные  Функции  от  ^. 
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Из  установленных  теперь  Формул 


дх 

_  дх 

дП 
'^ду 

дд. 

ди  ^ 

дг 

дг 

дд^ 

твие 

негферывности  производных 

дх 

д^^' 

дг 

":, — '  • 

••) 

достаточно  доказать  непрерывность  Функции 

дП      дП      дП 
дх         ду         дг 

считая  в  них  х,  у,  г  заданными  Формулами  (7)  параграфа  6-го,  главы  1-й: 

I 
6 

(26)  У  =  92-^]^(Я1^  Чг,  Чз » '^) (^Ъ 

о 

I 

^  =  'Уп-^-]    «'('/1'^2.?3'^)^^'С• 
0 

Заметим,  что  Функция  Л"  не  непрерывная  Функция  от  I  при  данных 
значениях  I,  г;,  и.  Она  остается  непрерывной,  вообще  говоря,  в  точке 
31{1,  У),  Г),  не  лежащей  на  границе,  до  тех  пор,  пока,  перемещаясь  с  тече- 
нием времени,  граница  пространства  (2)  не  пройдет  через  точку  Ж 

Вследствие  этого,  нам  представляется  более  простым  преобразовать 
Формулы  (А')  и  (В')  параграфа  9-го  к  старым  переменным  интегриро- 
вания ^)^,  ^)2,  ^?з- 

Положим,  точке  (д^,  д^,  д-,)  не  на  границе,  при  некотором  ^,  отвечает 
точка  М'{Хо,  Уо,  Ло),  а  при  некотором  другом  ('  точка  М"{Хд,  у^,  г^). 

Выбирая  I'  достаточно  близко  к  ^,  мы  мо}кем  расстояние  между  точками 
М'  и  М"  сделать  сколь  угодно  малым  и,  значит,  выбрать  за  область  {В), 
применяя  Формулы  параграфа  9-го,  такую  СФеру,  чтобы,  как  точка  Ж',  так  и 
точка  Ж"  лежали  внутри  ее,  и  чтобы  СФера  не  имела  общих  точек  с  гра- 
ницей. 

Радиус  Сферы  обозначим  через  7). 


дх\м' 
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Выбирал,  чтобы  на  чем-нибудь  остановиться,  Формулу  (А'),  имеем: 

(-0)  °  ° 

(-0) 
(Л— О)  "  " 

где  через  г^  и  г^  обозначены  расстояния  от  точек  М'  и  М."  до  переменной 
точки,  а  знаком  К'  обозначены  значения  К  при  ^. 

Возвращаясь  к  переменньш  интегрирования  р-^,  р^,  р^,  получаем  для 
первой  Формулы 


3($-Жо)'         1 


(В-Щ 


с1ш. 


где  ^,  У1,  I  даны  Формулами  (2),  х^,  у^,  г^  Формулами  (26),  и  где  область  (1)^) 
ограничена  поверхностью,  которую  можно  параметрически  задать  урав- 
нениями : 

«о  и- 1)  зш  6  С08  (р  =  д,  -н  ^  м  (й!  ,  Зг  >  ^з  » '^)  *^; 
о 

(28)  I      г/о-^-^)8тв8т(р  =  д2^-^г;(д,,22,?з^'^)*^' 

о 


считая,  что  точка  Ж'  в  центре  СФвры  ф)\ 

ИФМИ  1926. 
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для  второй  Формулы  получаем: 


(1ш 


(ВС) 

(Я— ВС) 

где  с,  т^',  V  получаются  из  Формул  (2)  заменою  I  через  <',  сг^',  ^/о',  ^^  Л^ны 
Формулами  (26),  в  которых  (  заменево  через  I'  и  область  (2)^)  ограничена 
поверхностью,  уравнения  которой  получаются  из  (28)  заменою  I  на  I'. 

Вследствие  непрерывности  ^а  ^,  разность  между  первыми  слагаемыми 
в  (27)  и  (27')  бесконечно  мала  вместе  с  I/  —  I. 

Переходим  к  разности  между  вторыми  слагаемыми. 

Прежде  всего  мы  можем  написать 

где  в  последнем  интеграле  интегрирование  распространено  по  области  между 
границами  (2),)  и  (В^)  а  некоторые  части  интеграла  надо  брать  со  знаком  (-»-), 
а  некоторые  со  знаком  ( — ). 

Оценим  прежде  всего  этот  последний  интеграл. 

Мы  можем  считать,  что  I'  настолько  близко  к  <,  что  расстояние  от  М" 

до  М'  менее  —  •  Отметим,  что  проекции  этого  расстояния  на  оси  координат 
равны 

*'  *'  ,*' 

I  \  I 

Найдем  нижний  предел  расстояния  точки  {^^^,  ^а»  2з)  '^'^'  границы 
области  (I),)  и  от  границы  области  (В,'). 
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Если  р  это  расстояние,  то  для  области  (1)^),  как  вытекает  из  Формул 
параграфа  10-го  главы  1-ой: 

Если 


составляющие  отрезка,  соединяющего  точку  на  границе  {В^)  с  точкой  Ж', 
то  они  равны  соответственно 

о  о 

Ч'  Ч' 

=  Р1  —  ^1  -»- /  («  (Р)  —  «  (о))  ^'^  —  /  ^  (31 »  32  .  2з '  '^)  ^'^' 

о  * 

Р^-^^ ^{Р1,  Р^1  Рг^^)^  —  Ь—^ ^(ЬЛ^,  Чг,  '^)^  = 
о  о 

=1'а  — Зз  -«-/  (г'Ы  — ^(З))  «^^— /«^(ЗпЗг,  Зз>  ^)^^> 
о  « 

о  о 

=  ^^3  — Зз-^]  («<'(!')  — М'(3))<^^—^«<'(31,  32>  Зз)  ^)«^^> 
6  * 

откуда  видно,  что  этот  отрезок  можно  трактовать  как  замыкающую  трех 
отрезков,  составляющие  которых  соответственно: 

^'1  — 31,    ^'а  — Зд,     ^3  — Зз, 

^{и{р)  —  и{д))й^,    ^  {V{р)  —  V{^))йx,    ^  {'ш{]р)~гV{^))йx, 
0.0  о 

г'  г'  г' 

— }  «*(21)г2>3з''^)^^'^>     — /^(Зп32>3з,^)^'с,    —  ^м;(2,,  22,23,  т)с?т. 
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Отсюда 

1)<р-|-35рн-у, 

-О 
так  как  третий  отрезок  меньше  -^  ?  и 

Отсюда  заключаем,  что  расстояние  от  точки  (з,,  $,,  д^)  до  точки  внутри 
области  интегрирования  больше  —В  а,  значит, 

о 

г;>|2)(1-ЗБ)>^Д 
и  функция,  стоящая  под  знаком  интеграла,  абсолютно  меньше 


{''^''{т)')щ' 


ибо 


|<.<| 


Значит,  интеграл  по  абсолютной  величине  меньше  произведения  числа  с 
па  объем  тела,  заключенного  между  поверхностями  (I),)  и  (В^,),  параметр  и- 
ческие  уравнения  которых,  как  вытекает  из  Формул  (28): 

и 

2г  =  Ь(^,У,г,г'),     Чз  =  д^{х,У,г,1\     ?,  =  Зз  (^,  У> «.  О, 
где 

ж  =  ^5 -«-1)^6  008  ф,     ?/ =  ?/„-+- 2)  51П  9  втер,     ^  =  г^  н- 1)  со5  6, 

и  правые  части  —  суммы  рядов  (9)  параграфа  7-го  главы  1-ой. 

Этот  же  объем  бесконечно  мал,  когда  разность  I'  —  Ь  бесконечно  мала, 
так  как  поверхность  (Х)^),  когда  I'  стремится  к  I,  стремится  к  слиянию 
с  поверхностью  (2),). 
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Написав,  подобно  этому, 


(В-В,')  {Е-В() 

убедимся,  что  последний  интеграл  равен  произведеншо  числа  с",  где 

на  число,  бесконечно  малое  с  I'  —  I. 

Итак,  рассмотренные  интегралы  бесконечно  малы  вместе  с  \1' — 1\ 
Сравнивая  оставшиеся  интегралы,  прежде  всего  имеем: 


\Рг) 
Вследствие  существования  производных  у  2^  и  /: 

\{^^  —  -Т1^'  ]  —  {Ь  —  -^^)\<,с\^^ — ^|,  с  некоторое  число; 

вследствие  условия  (111)  параграфа  1-го  этой  главы: 

I  ''о     I  I  ''о       I 

где  г  расстояние  от  (д^,  ^^,  д^)  до  (р^,  р^,  р^),  откуда 

|(Х'— ^^)  — (х- ^е7)|<с"г^-\  с"  некоторое  число. 
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Перемножая  полученные  неравенства  и  извлекая  корень,  получаем 

\{^'-%^')-[^-^/)\<^'\^-^\^^^-'^■ 

Применяя  теперь  неравенство  (4),  заключаем,  что  первый  интеграл 
абсолютно  меньше 


■■О  о_1±^  1  1-' 


.       ,    /— гм.»       .1^  с  г        2  4яао^\/гс'  Г  — <Г  М  -пХ 


т.  е.  бесконечно  мал  вместе  с  |  ^  —  { 

4 


Мы  интегрировали  от  О  до   -г-  Х>,  так  как  точки  границы  (2),)  уда- 
лены от  (з,,  22,  Зд)  не  более  чем  на 


1){1ч-ЗВ)<^В. 


Вспоминая  сказанное  в  параграфе  5-м,  заключаем,  что 


((V  — 2/о')  — (>1  — ^о))^ 


((Г'-0-(^— о))я7^ 


(^а;(?;в 


где  знак  (1)  говорит,  что  производная  от  —  вычислена  в  точке 


{Щ 


1-г,^Ь{((:-г^)-{1  —  г,)1     0<в<Г 


откуда,   заимствуя   обозначения   параграфа  5-го,  видим,   что  изучаемая 
разность  меньше: 
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Значит,  второй  интеграл,  считая  для  краткости 


абсолютно  меньше 


24.Ъ.Ъ'с'а'\1'-1\['^^~^<:а"(^^В^      \1'  —  {\ 


и  бесконечно  мал  вместе  с  |^'  —  ^|, 

Таким  же  образом  для  последних  интегралов  имеем: 


зд—х,?     1 


(В-Юг)  {В-Щ 

\Ва'-х,У         1    1        {Зд-х,)'^        1 


/Ч1^^^-^.}-1^^-^1] 


с1ш 


(В-Щ 


при 


\^^—^\<с\^'—^\  или  ^^^\ь'—ъ\<с\1'—1\, 

как  вытекает  из  Формул  (I)  и  (1!)  параграфа  1-го;  при  этом,  как  выяснено, 


|3(Г-02         1 


<-1^<'  ^"' 


< 


24.3. Ус»  |Г  — ^1 
31)\з 


ш 


Значит,  оставшиеся  интегралы  меньше  соответственно: 


Х|  (?со 
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и,    всдедствие  ограняченности  оставшихся  интегралов,    бесконечно   малы 
вместе  с  \1'  —  (\. 

Вследствие  всего  сказанного,  теорему  о  непрерывности  производных 
как  функций  от  I  можно  считать  установленной. 

16.  Резю>шруя  сказанное  в  этой  главе  получаем: 
Если  функция  Ь  удов.1етворяет  в  пространстве  {^)  условиям,  пере- 
численньш  в  параграфе  1-м.  то  Функции 

(3)  и,  V,  ТV 

(1^  непрерывны  во  всем  пространстве  (^)  а  при  всяком  рассматри- 
ваемом значении  I; 

(П,)  удовлетворяют  неравенствам: 

|г71<оЛ^,     \^^<аN,     \ТГ\<аН, 
р^\и\<аК,     р»|7|<аЛ;     р^|РГ|<а2^, 

где  р  расстояние  от  начала  координат  до  точки  (д^,  Зд,  ^д). 

(У^)  Если  точка  М{^^,^^,  Зд)  не  принадлежит  границе  пространства ((>), 
то  функции  (3)  имеют  производные 

(29)  :5— '     л—'     -А—'  1  =  Ь2, 3, 

^     '  д^^       ^З,-        ^З,- 

причем  эти  производные  непрерьгены,  как  Функции  точки  внутри  каждой  из 
областей,  и  во  всякой  точке  М  непрерывные  Функции  от  I 

(VI,)  и  во  всем  пространстве  (0)  удовлетворяют  неравенствам: 

к-  <аЛ,     к—  <аЛ,     К—  <а2У, 

Если  точка  М^(д^^,  ^^,  д^з)  принадлежит  границе  и  точка  М  прибли- 
жается к  Жц,  оставаясь  по  одну  сторону  от  границы,  то  производные  (29) 
(УП^)  стремятся  к  определенным  пределам. 
Если  эти  пределы 


<-'        (©.•  т:  (т 


I  =  1,  2,  3, 
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1^де  а  есть  значок  (1),  когда  М  в  первой  области,  и  значок  (2),  когда  М 
во  второй,  то 

I  д.-      V  <?2,-  /а|  ' 

где  8  расстояние  от  Ж  до  М^. 

Наконец,  если  точки  М^  и  М^  лежат  по  одну  сторону  от  границы  и 
8  расстояние  между  ними,  то 


№) 


^-^1    _^|    |<,2^§-х^ 


I  ^2г  'лг,  ^2г  'ж, 


где  р  расстояние  до  одной  из  точек  Ж^,  Ж^;  здесь  8  предполагается  на- 
столько малым,  чтобы  точки  Жу  и  Ж^  были  внутри  той  же  СФвры,  радиус 
которой  определен  условием  (у)  А.  М.  Ляпунова.  '^; 


ГЛАВА   ЧЕТВЕРТАЯ. 

Решение  гидродинамической  задачи. 
1,  Положим,  что  даны  Функции 

(1)  «<о;  ^о>  «<'о 

от  д'^,  з',,  д'д,  не  зависящие  от  I  и  удовлетворяющие  условиям,  перечисленным 
в  параграфе  3-м  главы  1-ой,  в  предположенип,  что  встречающаяся  там 
функция  А  имеет  постоянное  значение  А^: 

(2)  А^А,. 
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Другими  словамп,  положим,  что  Функции  (1): 
(1р)  непрерывны  во  всем  пространстве  {^),  п 
(Пд)  удовлетворяют  во  всем  пространстве  (0)  неравенствам 

|Мо|<Л> '  Р  1«о1<Л' 

где  р  расстояние  точки  Л/'^,  в  которой  вычислены  значения  Функций,  от  начала 
координат;  кроме  того,  положим,  что  Функции  (1): 

(Уд)  во  всякой  точке  ^1  не  лежащей  на  границе,  имеют  непрерывные 
производные 

Ч        Ч        ^««0  ;_1    о   3 

^Я{         дЯ{         ^9г 

удовлетворяющие  неравенствам 

(VIо) 


(УПд)  стремящиеся  к  определенным  пределам 

/^\       /дV^\       (д№а\       (дщ\       |дV^        /дкЛ 

и?.-Л'  из.-Л'  У^Яг/г    К^ьК'  У^ьК    \'?г.-Л 


<  =  :,2,8, 


когда  точка  М  приближается  к  точке  М^  на  границе,  не  выходя  из  области 
первой  или  второй,  причем  стремящиеся  к  пределам  так,  что 

|^0_/^о\    1^  ^у1-Х 

где  Гд  расстоянве  точки  Ж"  от  Ж,  и 

0<л<1. 
Наконец  положим,  обозначая  через 

т 
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абсолютные  значения  разностей  между  производными  в  точках  ^М■^  п  Ж^ , 
расположенных  по  одну  сторону  от  границ  и  удаленных  одна  от  другой  на  г, 
где  /■  достаточно  мало,  что 

(П.)       й]<А.'-\ Р'Й]<Л'-* 


По  функциям  (1)  мы  составим  Функции 

(3)  и^,  ^1,  гV^ 

от  Зк  За'  З'з  °  ^'  удовлетворяющие  всем  условиям  параграфа  3-го  главы 
1-ой  при  предположении 

где  ^.1  некоторая  Функция  от  <; 
по  функциям  (3)  мы  составим  новые 

%,     ^2>     ^2 

и  так  далее. 

Мы  покажем,  как  по  предыдущей  группе  составлять  последующую, 
описав,  как  по  Функциям 

(4)  \,  ^„,  ^„, 
удовлетворяющим  условиям  указанного  параграфа  3-го,  при 

(5)  Л  =  Л^, 
составить  функции 

(6)  \^г,   ^„+1,    «^„+1, 

которые  также  удовлетворяют  всем  условиям  этого  параграфа  3-го,  при 

где  А^^^^  некоторая  функция  от  {,  легко  составимая,  когда  дано  Л^. 

2,  Итак  положим,  что  даны  Функции  (4),  удовлетворяющие  всем  усло- 
виям параграфа  3-го  главы  1-ой,  при 

(5)  А  =  А„. 
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Подожпм 

(7)  Б„=^Л„а^ 

о 

н  составим,  как  в  параграфе  6-ы  главы  1-ой  Функции 


(8) 


о  о 


К  функциям  (8)  применимо  все  сказанное  в  главе  1-ой  о  Функциях  ж, 
у,  г  в  предположении,  что 


(9) 


Будем  считать,  что  время  ^  ограничено  условием 


^п<9' 


И  составим  при  помощи  Функций  (4)  и  (8)  Функцию 


(10)Х„  =  2 


?' 

дЧг 

<^з 

^, 

^. 

К 

-н2 

д^^' 

^Ь 

^Ь 

<, 

<, 

^1п 

д^^ 

(?2,' 

^9в 

^2з 

^22 

^28 

-1-2 

^1    ' 

р 

Ч» 

<^2з 

(?21 '   (?22  '  д^^ 


Докажем,  что  Функция  Ь^  удовлетворяет  условиям,  перечпсленпыи 
в  параграфе  1-м  главы  3-ей,  при 
(11)  Л^  =  с^„^ 

где  с  некоторое  число,  не  завп('ящее  от  п. 

Прежде  всего,  Ь^  непрерывная  Функция  от  переменных  ^^,  2»»  из  ^ 
переменного  /  внутри  всякой  области,  на  которые  разделено  пространство  (^), 
так  как  по  условию  (V)  параграфа  3-го  этим  свойством  обладают  производ- 
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ные  от  и^,  у^,  /о^,  и  по  доказанному  в  параграфе  6-м  это  же  свойство  при- 
надлежит производным  от  х^,  у^,  г^. 

Так  как  по  тому  же  свойству  (V)  производные  от  м^,  г;^,  ю^  имеют 
производные  по  I,  и  это  же  свойство  принадлежит  производньш  от  а;„,  у^,  г^, 
Х„  имеет  непрерьюную  производную  по  I. 

Пользуясь  свойством  (VI)  и  замечая,  что  при  соблюдении  (9)  произ- 

10 
водные  от  ж^,  у^,  г^  не  превосходят  числа  —  ?  видим,  что 


где 


Ы<^А', 


а^2.  ^.  18. 


По  тому  же  самому 


Составляя  производные  по  ^  и  замечая,   что  производные  по  {  от 
-^ ) Т^  ^®  превосходят  А^,  заключаем,  что 

где  ^'"  некоторая  Функция  от  /. 

Замечая,  что,  если  а,  р,  у  некоторые  Функции  и  а',  Р',  у',  а",  [3",  у"  их 
значения  в  точках  М  и  Ж",  расстояние  между  которыми  г^,  то 

ИТ]^М  1Р"|-|т"|-*-[И  |«''|-|т"К[у]  |а'|-|рг 
заключаем,  пользуясь  условием  (IX)  и  Формулами  параграфа  6-го,  что 


,  1-Х 


Вследствие  задания  (VII)  о  производных  от  Функций  м^,  г;^,  т^^  эти  про- 
изводные, а  также  производные  от  ж^,  «/^,  ^^,  стремятся  к  определенным 
пределам,  когда  точка  приближается  к  точке  на  границе  и,  следовательно, 
Ъ  также  приближается  к  определенному  пределу,  когда  точка  стремится 
к  точке  на  границе. 
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Наконец,  вследствие  условий  (VIII),  рассуждая  как  выше,  заключаем, 
что 

\1„-{1„)\  <  3«  Л' ^-\     1^"  -  {Щ  <  3  ^^^Ь- -\ 

Все  сказанное  говорит,  что  за  число  с  можно  взять  За. 
Установив  сказанное  о  Функции  Ь^,  мы  можем,  согласно  со  сказаттым 
в  параграфе  2-м  главы  3-н,  составить  Функции 


(12) 


и 


И 


^г,(1п—^,^ 


Лш 


'   ""=] 


_  С^п^-^п  —  Уп"! 


с1ш, 


г   г  ^п  (->п        ^п) 


--/ 


Лы, 


в  которых  Н„г  >)„,  <^„  получаются  из  (8)  заменою  в  них  2ц  За»  За  через 
Рг,  Рз,  ^'з^  а 

^„'  =  (^^„-^„Гн-(у,„-2/„)^-н(^„-.^». 

функции  (12)  будут  обладать  всеми  свойствами,  перечисленньши 
в  параграфе  16-м  главы  3-й,  при  условии,  что  Л",  входящее  в  указанные 
там  неравенства,  заменено  числом 

Постоянное  число  а,  входящее  в  те  неравенства,  очевидно  от  п  не 
зависит. 

Имея  функции  (12),  положим,  наконец: 


(13) 


о  о 


(И, 


Примечание.  Теоремы  о  непрерывности  Функций  (12)  как  Функций  от  I, 
установленные  нами  в  параграфах  5-м  и  15-м  главы  3-й.  а  вместе  с  этим  все 
условия  о  производно!!  ОТ  Хг^  по  {  нам  нужны  только  для  установления 
интегрируемости  по  (  Функций  (12). 
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3.  Прежде  всего  проверим,  что  Функции  (13)  удовлетворяют  всем 
условиям  параграфа  3-го  главы  1-й,  и  найдем  соответствующую  им  Функ- 
цию ^„^,. 

(I)  Они  непрерывны  во  всем  пространстве  и  при  всяком  значении  ^^ 
так  как  Функции 

(6)  щ,  г;^,  ы!^ 

и  функции  (12)  непрерывны  во  всем  пространстве;  при  этом: 

г 
(П)  К^^КЛ-н-^/асЛ^^^, 

о 

Р  кп-нх!  <  Р  >о1  -*-  ^ / Р  I  С^пИ^  <  л  н-  ^  л  «с  А„'  й1, 
о  о 

откуда,  при  р  >  1 , 

о 

(Ш)  Производные  по  I  от  Функций  (13)  равны  Функциям  (12)  и  потому 
непрерывны  во  всем  пространстве  {О)  и  при  всех  значениях  Ь. 
При  этом: 


(IV)  '^^^^^ 


1^ 


(V)  Если  точка  {^^,  ^^,  ^^)  не  принадлежит  границе,  то,  так  как  Функ- 
ции (1)  и  функции  (12)  имеют  непрерьгеные  производные  по  ^^^,  ^^,  ^^, 
функции  (13)  имеют  производные  по  ^^,  д^,  ^^,  причем 

(VI)  во  всем  пространстве  {^)^. 


о  о 

рН%=^1<Л-*-г-  {асА^сИ,  .... 


и  также 

\ди. 
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При  этом,  так  как 

^м«^,      1  д  и„ 


дд^дС         4тг  дд^ 


(  дд^д{     ^  47Г     "  '      "^  '  (^д,-Л     ^    4тер    ^  47Г     "  ■ 

(VII)  Производные  от  Функций  (13)  стремятся  к  определенным  пре- 
делам, когда  точка  М  приближается  к  точке  М^,  на  границе,  причем  эти 
пределы: 

о  о 

о 

где  а  =  1,  если  точка  М  в  первой  области,  и  а  =:  2,  если  точка  Ж^во  вто- 
рой области. 

При  этом,  очевидно, 

(УШ)  |^_(^Л  |<|^о_/^\  к 

о  о 

где  г^  расстояние  от  М  до  М^. 
Для  производных  по  I  имеем 

'  д(дд^        \  д^д^^  /^|  ^  47с    "    «      ' 

Наконец,  получаем,  что 

о  о 

О  '  о 

Г'^«,м-1"]^ДС>«  2,1-х  .аГ^Цп-ы"]  ^ас    ,3   ,_х 


(IX) 
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где  г  расстояние  между  точками  Ж^,  Ж^,  расположенньвш  по  одну  сто- 
рону от  границ,  которым  соответствует  знак  [  ]. 

Из  всего  сказанного  вытекает,  что  можно  положить: 

(14)  А^,  =  А,-^\^А^а1, 

о 

где 


47Г 


и  не  зависит  от  п. 


4.  Не  трудно  убедиться,  что  А^  с  увеличением  и  стремится  к  пределу. 
Действительно,  процесс  последовательного  вычисления  Функций 

Л'  Л'  •  •  •'  ^п'  •  •  • 

по  Формуле  (14)  равносилен  нахождению  решения  уравнения 

(19)  |  =  *Л 

удовлетворяющего  условию 

при  1  =  0,  у  =  А^, 

методой  последовательных  приближений. 

Следовательно,  при  достаточно  малых  ^, 

прд  А^  =-  у, 

где  у  решение  уравнения  (15),  равное  А^,  при  ^=  0. 

Интегрируя  уравнение  (15)  при  указанном  начальном  условии,  находим 

^  =  П^  =  ^- 
Очевидно, 

А,<А; 


4  ^      1 

если,  при  некотором  «  и  г  <.  ^-^> 

(16)  А^<А=      ^ 


1  —  АоЫ 

ИФМИ  1926 
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ТО 

( 

Л«  <  л  - '•■ /,-г^.  "■' =  ге^,  • 

о 
Значит,  при  {  <  ^-,  •  неравенство  (16)  справедливо  прп  всяком  п. 
Вследствие  этого, 

О  О 

и  все  неравенства 

(9)  Б„<} 

соблодены,  если 

(17)  ,<1^=4.. 
Если  ^  удовлетворяет  неравенству  (17),  то 

Вследствие  этого,  если  окажется  удобным,  мы  будем  в  дальнейшем 
заменять  А^  в  неравенствах  постоянньш 

(18)  а,  =  А,е\ 

5.  Из  сказанного  вытекает,  что  Функции 

(4)  «„'  ^„'  "'« 

с  их  производными  по  3^,  ^^,  За,  при  всяком  п,  ограничены  во  всем  про- 
странстве. 

Мы  докажем,  что  как  Функции  (4),  так  п  их  производные  стремятся 
к  определенным  пределам,  когда  и  беспредельно  возрастает. 

Для  доказательства,  мы  рассмотрим  ряды 


(20)  I  ^^^^^       ^1<' 


(^«1 ^  \^^/^ ^\ 
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и  докажем,  что  ряды  (19)  и  (20)  сходятся  абсолютно  во  всякой  точке  про- 
странства {^),  не  лежащей  на  границе;  что  ряды,  получаемые  из  (20) 
заменою  их  членов  теми  их  пределами,  к  которьш  они  стремятся,  когда  точка 
приближается  к  границе,  и  ряды,  получаемые  из  (19)  заменою  (з^,  ^^,  ^^ 
координатами  точки  на  границе,  сходятся. 

6,  Положим,  обозначая  через  0^  возрастающую  Функцию  от  Ь: 
Р  К  —  г^п-г\  <  <^п-     Р  !^п  — ^'«-11  <  ^п'      Р  \^п—^п-^  <  ^«' 


(21) 


(22) 


I  д<1г        ^Ь  I  ^     "'    !  ^2,-        ^2,-   I  "^     "'   I  дг^         д^,    I  ^  ^^"' 

Из  сказанного  ясно,  что  0^  ограничено  и  что  при  всяком  п 

Число  2ад  мы  будем  считать  большим  единицы. 

Заметим,  что  все  разности  (21)  и  (22)  обращаются  в  нуль  при  ^  =  0. 

Рассмотрим  разность 

(23)  К-К-г' 

Мы  имеем 

(^'Ч17-тГ1=!/(&-ж')*1</^"*<''"'<'«''" 

о  о 

и  такие  же  неравенства  для  производных  от  разностей  у^_^^  ~У„^  ^„+1  —  ^п- 
Так  как  разность  (23)  есть  сумма  36  разностей  вида 

ди„  дюп  дг„       ди,^^  дV., 


п — 1  ""п — 1  ""и — 1 


^1    ^«2  ^2з  ^Я1         ^^2         «^23 

то,  обозначая  —  через  а': 

1-^„-^«-11<36{2а„а'0„-н<6ов„}  =  с(?„ 

где  с  постоянное,  не  зависящее  от  п. 


9* 
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7.  Изучаем  сначала  разность 


»'_ . ,  —  и_ 


Имеем 


"■=гЛ/^^^"-.г-'Ч'.:^-^^"1'"- 


Но 


=/(ь„-^.)(^)л»-]Х-.|^-Це7='!''"- 

Вспомнив  сказанное  в  параграфе  3-м  главы  3-й,  из 
о  о 


положив 


г=  \/(р,—дг}^-*-{Р2  —  д,)'-^-{Рг  —  Яз^^ 
пишем 

г(1  -  ЗБ„)  <  г„  <  ,(1  -н  35„),     ^,  <  ^^  _  зд^).  <  V. 
Отсюда  заключаем,  что  первый  интегра-и  абсолютно  меньше 

(25)  <^^^.-^п-/^^ 

Интеграл  (25)  того  же  вида,  как  рассмотренный  в  параграфе  3-м 

главы  3-й,  и  потому  имеем,  обратив  внимание  на  примечание  в  конце  того 

параграфа: 

2  Г   7-  т       I  <^"  ^     а      /^  а,^ас&„ 

«1^^  '^п  —  ^п-^\^<'^^<^^п  или        рг       • 

Переходим  ко  второму  интегралу. 
Имеем 

^~^П 1п-1—^п~1  г/С    г')—  Г'  —т         П - 


[(%  —  У^  —  (-Г1,г.1  —  Уп-1)] 


дхду 


УУ'п  п)         \^п—\  п— 1/^  Ит  (к 
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где  значок  (1)  показывает,  что  значенвя  производных  вычислены  в  точке  Ж^, 
координаты  которой: 


(26) 


о  о 

д-н6  =  1,     д>0,     е>0; 

^  г 


О  о 


Мы  показали  в  параграфе  9-м  главы  1-й,  что  координаты  точки  М^ 
обращаются  все  в  нуль  только  тогда,  когда 

Р1^Я1,        ^2  =  ?2.        Рз  =  Яз, 

если,  конечно,  Б  <  ^ '   что  наверное  справедливо,  если  соблюдено  нера- 
венство (17). 
Так  как 

«■  * 


и  те  же  неравенства  справедливы  для  разностей,  содержащих  V  ъги,  опять 
имеем: 

(27)  ^<а,. 

Далее, 

%  г 

(^г.  -  ^п)  -  (^п_1  -  ^п-1)  =/  (»„  (Р)  -  «« (я))  Л1  - ^  (м„_,  (^>)  -  м„_^  {^))  (И  = 
о  о 
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Из  доказанного  в  параграфе  4-м  главы  1-й  и  из  заданий  пара- 
графа 6-го  вытекает,  что  где  бы  ни  лежали  точки  {^^,  ^^,  ^^)  и  (^?1,^»2,2>з)) 
всегда 

\{»п(Р^-"„-г(Р))--Ыя)-»п-гШ  <  \/Зг(?„ 
п,  значит, 

I 

(28)        \(^—х^  —  (^^^-х„_^)<  уАЗг  \в„(И<  \[ЪгЬ,0^. 

о 

Такие  же  неравенства  справедливы  для  разностей 

(^п  —  Уп)  —  К-1  —  Уп-1 )'       (^»  —  ^п)  —  (^п-1  —  ^п-1)> 

откуда  заключаем,  что 

I       'п  '   я— 1  I  '1  ' 

И  ЧТО  второй  интеграл  абсолютно  меньше  интеграла 

рассмотренного  в  параграфе  3-м  главы  3-й  и,  значит,  меньше,  пользуясь 
сказанным  в  параграфе  4-м, 


,     „  а,'  а  в„ 

а,  ау„  или    ^   „  " 

1  П  ,2 


Сказанное  приведет  к  заключению,  что 

1  < 

(29)   \и^,-и„^<Ъ^а„(^^,...,     р''и^,- \\<Ъ  ^  в„<и,  .  .  . , 

о  о 

Ъ  не  зависит  от  п. 

8.  Переходя  к  изучению  разностей 


(30) 


дд^         дд^  '        дд^         дд^ '        дд^  дд^  ' 
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замечаем,  что 


дд{  дд{       4x^   (\с^з:„     дд^        ду„     дд^        дг„     дд^ 

о 

\.дх„_.^       дд^  (^г/„_,        с^д,-  дг„_^       дд^    )] 

г 

4те  }\дх^\  дд^  дд(    )        ду^  \  дд^  дд^    } 

о 


ди„        дК 


Г-Мп 


Тг^гуУп-1    ,    /^^«        ^^"-Л^^"-1)(г^ 
'„-1  /     (??,•         \  дг„        де„_,  I    дд^    \ 


\  дУп        ^У 

Пользуясь  неравенствами  (24),  видим,  что  первый  интеграл  по  абсо- 
лютной величине  меньше 


3  .  &ц  йс  а^ 
О 


^а^с^^  =  а'^о^^, 


где  Ъ  число,  встречавшееся  в  параграфе  1 2-м  главы  3-й,  не  зависящее  от 
Значит,  для  оценки  разностей  (30)  надо  оценить  разности 

(30»)  ^Р«      дЦ„_, д^V„      д1^„_. 


дх„        дх^^  дг„       :  дг„_, 

9.  Положим  Жц  (^^ ,  ^^ ,  ^в)  точка,  не  лежащая  на  границе,  расстояние 
которой  от  границы  2§. 

Опишем  около  точки  М^  СФеру,  радиус  которой  бд,  где 

§0  <  §,  если  §  <  (?„ 
и  где 

К  =  ^п^    ^СЛИ    §>в„. 

Для  составления  значений  производных  (30')  в  точке  М^  пользуемся 
Формулами  параграфа  9-го  главы  3-й  и  ограничиваемся,  ввиду  полной 
аналогии,  составлением  производных 

дх„        дх„_. 
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Преобразуем  интеграл  1'^  к  переменным  интегрирования  5,  т),  С  но 
Формулам: 

(31)  Н=л-^(  "„01';>а,;'з-')^^  ^,=р^'^^V^р)й^,  ^=р^-^^1V^р)си. 

о  0  0 

Если  только-что  построенная  сФера  преобразуется  в  поверхность  (2)^,), 
то  принимаем  за  область  (25)  параграфа  9-го  область,  ограниченную 
поверхностью  (2)„). 

Если 


(32) 


У  =  Уп 
г-=г„ 


-К^гт'^^-Ы^^^^Чт:Г'^-Ь\^'^^-' 


значок  (0)  показывает,  что  Функции  вычислены  в  тючке  М^; 


Уравнение  (Х>„)  получаем,  положив  в  (31): 

(33)     ^^1  =  21-^^о8"1^со8(р,     ^^2  =  Зз -I- Ед  8Ш  6  8т  (р,     2?з  =  Зз -+- 5о С08  0. 

Для  составления  значений  другой  производной  преобразуем  интеграл 
С„_^  к  переменньш  интегрирования  ;•  г„  \  по  Формулам: 


(31') 


о  о 


Если  только-что  построенная  сФера  преобразуется  в  поверхность 
{Т)п-л)1  '^'^  принимаем  за  область  {В)  параграфа  9-го  область,  ограниченную 
поверхностью  {1)^_^. 
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Положив 


7         _!^^^пг^         '^Уп-!         ^^п-а| 


получаем: 


(32') 


'П — 1 


дх„_,  . 

(Вп—1)  Х  =  Хп—1 

У  =  Уп—1 

(^г-^?„_1) 

Значок  (0)  опять  показьшает,  что  Функцяи  вычислены  в  точке  М^. 
Уравнение  (Вп^^)  получаем,  подставив  в  (31')  вместо  р-^,  р^,  р^  зна- 
чения (33). 

Сравниваем  почленно  слагаемые  в  (32)  и  (32'). 

10.  Сравнение  первых  дает 


=  Хп      {1>„-1)  Х  =  Х„_1  '        ' 

=  Уп  У  =  Уп—1 


(2)„)  х  =  Хп    {2)„_1)  а:  =  ж„_1  фп) 

у-Уп  У-Уп—1  У  =  Уп 


(1)„)  а;=а;„(1)„_1)  а;  =  а;„_, 

г/=2/п  У=Уп—1 


Легко  убеждаемся,  что 

[ТОГО!  а"  (г 

/5  — тг— '  <«^п  ИЛИ  <— т^; 
действительно, 

-^и        -^  п— 1 1  Г(  Г  О ГО       ^  70       Г"        (,Т '^ ,7"       'И 

-Т~0 то ~~    то   70 ^-^-^п    ^  п-г)  '^   п—1  ^  п—1  1'^п  '^   П—1П ' 

''п  ^   п—1  "^п   '^    п—1 

причем 


17  0 ТО     \  ^у а 
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Интегральный  множитель  в  первом  слагаемом  ограничен.  Он  равен 

псв"(1)„) 


совNx — г^^(7, 


где  интегрирование  распространено  по  поверхноств  ф„)- 

Пользуясь  Формулами  параграфа  12-го  главы  1-й,  видим,  что  после 
возвращения  к  старым  переменнъш  он  обращается  в 

пов  (5о) 

где  «^^о  элемент  поверхности  сФеры. 

Но 

1       .а1_а,^ 


п  интеграл  абсолютно  меньше  числа  вида 

пов  (оо) 

где  число  а   определяется  неравенствами  параграфа  7-го  главы  1-11  и  не 
зависит  от  п. 

Для  оценки  второго  слагаемого,  введем  в  первый  интеграл  вместо  $,  уз,  С, 
ж,  у,  г  аргументы 

^  — ^„(з)-*-^„_1(з),     ^-^/„(з)-^2/„_1(2),     '-  —  ^М^^г^М- 

Тогда  уравнениями  поверхности  (2)^  будут 
< 

о 


о 
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а  уравнениями   (^„_1) 


^(«)=_р^н-|м„_»г?^,    ■п^'^^р,-*-^V„_,^^а)(^^,    'Ф'^=р,-*-^^,,_,{:р)й1, 

0  0  0 

причем  в  них 

(33)  ^>1  =  21-^§о81песо8<р,     1'2  =  г2-^-^о81°^5Й1<р,     ^)з  =  28-^^0 сов 6, 

0<ср<2тг,      0<е<т:. 

Точки  внутри  {1)^  и  (-0„_1),  соответствующие  Ж^,  теперь  совпадают. 
Разность  интегралов  становится  равной 

(34)  ЛЗ(^-^^„_,)^__^|^^^^^ 
где 

Р^=(?-^„_,)='н-(у)-^„_,)«-н((:-^^,)=' 

и  где  интегрирование  распространено  по  области,  ограниченной  поверхно- 
стями (1)„)  и  {В  _;[),  причем  интегралы  по  некоторьш  частям  области  взяты 
со  знаком  ( н- ),  а  по  некоторым  со  знаком  ( — ). 

Введем  теперь  переменные  интегрирования  по  Формулам  (31'); 
поверхность  {1)^__^  обратится  в  СФеру  радиуса  8д  с  центром  в  Жд,  а  (1)„) 
в  некоторую  поверхность  (!>'„),  уравнения  которой  в  координатах  (р'^^э'г,^?',) 
даны  Формулами 

о  о 

^^2  -*- /''п-1  (^')  ^^  =р^  -^/  (^п  (^'') — К  (2)  -*-  г^п-3  (3))  ^^ 

о  о 

Рг  -*-/"'г^1  (^')  ^^  =  Рг'  -^/  («'„  (^')  —  ^п  (а)  -^  «^„-1  (2))  ^^' 
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которым  можно  дать  вид: 

I 


О 

Р,'-Р,^({\(Р')-ГП(Р))<^^  =  Г^'^—П^'\ 
О 

г 
Р.'-Р,  ^^{г^^п (Р)  -  ^'^'Лр))  Л^  =  ^'^'- ^* 


(1) 


Правые  части  последшх  уравнений  абсолютно  меньше  числа  вида 

нанример, 

^Ы  _  ?(1)  =  1^  ((„„_^  (^)  _  и^  {р))  _  („_^  (3)  _  и^  (3))  й«, 
6 

■  существование  производных  у  Функции 

"„_1(3)—  «„(?) 

В  связи  с  неравенствами  (22)  непосредственно  говорит,  что  высказанное 
утверждение  справедливо.  Установив  это,  из  полученных  неравенств  заклю- 
чаем, что 

\Рх—Р1^—^Б^,<аЬ,в^,     \р,'—р,\—\/^В?,<ао,е„, 

\Рв—р2—^Во,<аг,0„, 
где 

Ро'  =  (Рг  —РгУ  -+-  {Р2  —Р^У  -+■  (Л^з'—Ра)^ 

что  приводит  к  неравенствам 

ро^»  <  3  (ао, 0„^\[ЪВ ро)^     ?о  <  \/3  [т, 0„^\/1Б р„), 

Ро^    1_ЗБ  ^  2 
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Итак,  так  как 

1-^1'— ^^11  <Р0,        К  — Р21<Ро'        \Рз—Рв\<Р0У 

МЫ  вмеем 

(з5)К=^),-»-й,2об^„,  р,'=р,-^в,ь,о„,  р,'=р,^в,г,о„,  е,<е, 

где  Е  некоторое  число. 

Ищем  теперь  точку  пересечения 

поверхности  {В'^  с  прямой 
р^  =  д^ч-^5т%со&(^„     р^'  =  д^-*-б$т%5тс^^,     р^'=д^-^осов%. 
Мы  получаем: 
(6,  —  Од)  31В  е„  со8  фо  =  В,  §0  (^п '     (^1  —  ^о)  51П  бд  8ш  сро  =  Е^  \  а^ , 

(§:-^о)с08  60  =  ^380  б^„ 
И 

Отсюда  вытекает,  что  область  между  поверхностью  (В'^  и  СФврой  (§ц) 
заключается  между  дврш  концентрическими  сферами,  расстояние  которых 
от  (§о)  равно  к%,  где  к  меньше  аО^. 

Так  как  расстояние  точки  {х^,  у^,  г^  от  (-0„),  так  же  как  и  расстоя- 
ние (ж„_1,  !/„_,,  г^_^  от  (-0„_1),  нигде  не  меньше  чем 

§Д1-ЗБ)>|-§„ 

и  Якобиан  ^'^_^  не  превосходит  числа  -■>  то  Функция  под  знаком  интеграла 
абсолютно  меньше  чем 


2   л  \3 


Из  этого  ясно,  что,  вследствие  ограниченности  О^^  сам  интеграл  абсо- 
лютно меньше  числа  вида 

"    '''з.'[(Ц-Ц'-(1-*)']<«,(г. 


:1ч'  ^ 


где  а„  не  зависит  от  п. 
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Так  как  Ь°п_1  п  р/Х''„_1  ограничены,  из  всего  сказанного  ясно,  что 
разность  между  первыми  слагаемыми  Формул  (32)  меньше  числа  вида 

а  <?„  или  — г ' 
Ро 
где  а  не  зависит  от  п. 

11.  Изучая  разности  между  остальными  слагаемыми,  мы  предпочтем 
изменить  переменные  интегрирования,  взяв  за  них  снова  ^^,,  р^,  2^^- 
Тогда  разность  между  вторыми  слагаемыми  равна  , 


(«о) 

(«о) 

Первый  множитель  под  знаком  первого  интеграла  обозначим  временно 
одной  буквой  Т.  Имеем: 

откуда  ясно,  что 

(36)  {^{КдО^  или  <д^. 

Ро 


Именно, 


сО 


откуда 

Р*   ^(Ро-^о)*^Ро* 

при  больших  значениях  рд. 
Далее  ясно,  что 

(36')  |^|<А^^-^-  или   <  — 
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I               /■  о  I  I                   7"*                   I 

7"              я  Т  \  -а    \Т                    " — 1    Т 

\^п Х»  "                   п-1 ,7» "—1 

I                    "п  \  \                         "    П—1                I 

обладают  этим  свойством. 

Возведя  (36)  в  степень  п  —  1  и  помножив  на  (36'),  получаем: 

„п—1  г,  П  п—1  „1— X 

|ТГ</-^/.е„"-Ч^-^-  или   <?_^±2_!_ 

ГО 

и 

п-1     1-Х 
«-1      ]_         «-1      1-».  1I:^      1=^  С0~  Г~^ 

(37)        \Т\<д'   Н"0^'  Г"  <с(?„"   Г"    или  < -^^^^^^^ ' 

к-1       1_ 

где  С  некоторое  число,  не  зависящее  от  п;  предел  д  »  Л"   равен,    именно, 
д  при  «  =  оо . 

Заметив  это,  примем  во  внимание,  что,  сохраняя  обозначения  пара- 
графа 7-го: 

„5  ..    З'~^„3*^~3 


Вследствие  этого,  первый  интеграл  абсолютно  меньше 

Зо  ?-:^  '-!=! 

4а,'сО^  "   .4и ^  ;^—  = л'_х-"      ^о      =«2«б'„  "   ^о  "  • 

о  \    п    I 

Так  как 
то  первый  интеграл  меньше  числа 

1— - 

(38)  а,пО„^~^  или  "^^^",      ", 

?0 

в  котором  Од  уже  от  п  не  зависит. 

Переходя  к  оценке  второго  интеграла,   отмечаем,  что  квадратная 
скобка  равна 

-  [(;.  -  ^„)  -  (с„_1  -  г„_1)]  ет  ■  4-[ ' 

где  производные  вычислены  в  точке  М^,  координаты  которой  даны  Фор- 
мулами (26). 
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Так  как  значения  третьих  производных  меньше 

24 

ТО  пользуясь  Формулами  (27)  и  (28),  получаем,   что  квадратная  скобка 
меньше 

3  \/Зг\в„.  24 а,^  _      ,0^ 

где  а^'  число,  не  зависящее  от  п. 
Так  как,  как  уже  указано, 

I  Т'О  I  ^  7)'г1 — ^ 

\^„^-^^„^,<|^^^'-''  или  <^, 

I  "    п— 1  I  Ро 

где  к'  не  зависит  от  п,  то  оставшийся  интеграл  меньше 

'  г'"~''  г^  (1г       4г  Л'  ао' 


, ,     ,  „     Г  г    '•  г^  (1г       4г  Л  а,  ^   ■>  ,_х   ^      п  ^  я„  Сг_ 

*«2^„]  ^3 ==-ГГТ^пЧ       <«з<5„   или   <-^> 


4тгй' 


(39) 


Замечая,  что  отношение 

X 

__^3_^п__  =  ^  .  ^ 

1  _  А.        а,^       п 
а„  п  0„       " 


вследствие  заведомой  ограниченности  6'^,  ограничено,  заключаем,  что  раз- 
ность между  вторыми  слагаемыми  Формул  (32)  абсолютно  меньше  числа  вида 


ап  Ь_       "   или  ^ 


в  котором  а  не  зависит  от  п. 

т.  Разность  между  третьими  слагаемыми  равна 


(Д-У 
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Для  оценки  первого  интеграла,  возьмем  его  сначала  по  СФере  неко- 
торого радиуса  Д,  где  Д  >  1. 

Получаем,  что  он  абсолютно  меньше 

А  А 

4.4ис(?„|'^<16иа,='с^„|^=1б1га/с(?„(1о§Д-1од8о)- 

Замечаем,  что,  при  §о<^  1»  произведение 

—  8о«  1оё8о 

имеет  наибольшее  значение  при  8^  ^е  ~"  ^  и  что  это  наибольшее  значение 

равно 

п 
й' 

Если 

3>в„,то§„=б^„; 

если,  при  этом,  б^„  <  1 ,  то 
Значит,  пока 

^      п' 

изучаемый  интеграл  вида 

«2 б'п 1 1о§ бо  1  или    ^    "',        ; 

го 
если  же 

то  интеграл  вида 

а„у„  или  -^—г^1 

'^     "  Ро 

пока  (7^>  1,  и  вида 

^^^а"^»  или    ^-А ) 

^    "  Ро 

если  0^<С1. 

Повторение  сказанного  в  конце  параграфа  12-го  главы  3-й  с  заменою 

Л''  на  с(?„ 
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приводит  к  заключению,  что  не  оцененный  еще  интеграл 

меньше 

ос  6,     пли    ч^' 

Переходя  к  оставшемуся  интегралу  п  пользуясь  сказанным  в  пара- 
графе 11-м,  видим,  что  его  квадратная  скобка  меньше 

г' 

и  сам  он  абсолютно  меньше 

{е18о) 

Оценивая  его,  как  и  только-что  рассмотренный  интеграл,  сначала  по 
СФере  радиуса  Д,  а  потом  по  остальной  части  пространства,  убеждаемся, 
что  он  не  превосходит  числа  вида 

«з^„  1ойОо|-*-аз(?„  пли  р^' — ^-^' 

если 

п  числа  вида 

а^пО„       "  -*-о„е„  пли  -^ 2 8__2, 

если 

о>е„  прп(?„<1, 
числа  вида 

«,<?„  плп^ 

3       „  р^З 

при 

^>б^«  и  <9„>1. 

Следовательно,  разность  между  последними  интеграла1ш  вида 
гг  11^    ^  I  я„С„  |1оё5о1 

С,е„|10дОо|    или    Л__1!±_6_01, 
Ро 

если 
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.и,  вспоминал  сказанное  об  отношении  (39),  вида 


а„пО„      "  или  -2- 


если 

13.  Резюмируя  сказанное  в  параграфах  10,  11,  12,  получаем,  что 
разности  (30)  не  превосходят  числа  вида 

г  г 

(40)  а!^в^\\о^г,\сИ  или  ^,^ в^\\о^\\й1, 

о  % 

если 

И  числа  вида 

(41)  ап  \0^~ "  сИ  пли  ^    <?„       "  сИ, 

о  % 

если 

Смотря  по  значениям  и,  2^,  б*^,  может  быть  большим  то  то,  то  другое. 
Вспоминая  Формулы  (29),  заключаем,  что  следует  для  (?^_^^  брать  ту 

из  Формул 

г 

(40')  0^^^  =  а^0^\Ъ^Цй1, 

о 

(41')  б^„-.х  =  «>*/^п'     "^^^> 


в  правой  части  которой  стоит  большее  число.  При  всем  этом  всегда  можно 
положить 

Положим,  что  число  т  удовлетворяет  неравенствам: 
(42)  т>2а„|1оё8|, 

(42')  ш>(а|1о§8|)^-^\ 

10* 


—  148  — 

и  покажем,   что  при  значениях  п  больших  т  правая  часть  (41')  всегда 
больше  правой  части  (40'),  если  полоа^пть 

в„  =  Г  =  2а„. 
Действительно,  прение  всего  тогда 

1— - 

т{2%)      •">  2ао|1од§|, 
так  как,  вследствие  (42),  последнее  неравенство  равносильно  неравенству 

(2ао)'-^>1, 

справедливому,  если  20^  больше  единицы,  что  мы  предполагаем. 
Положим  теперь,  что 

п'^  т 


Тогда 


и,  значит, 


о 
Докажем,  что 

Если  высказанное  утверждение  несправедливо,  то 

Считая,  что  1  меньше  единицы  п  о  больше  единицы,  из  последнего 
неравенства  получаем: 

I 

о 

X  X  и— Х      X  Х  X  X     /         X  \в— ). 

=о»-^1  п»-»-1  О^  »  '"+1  т"+1  |1о§ 8|  <  о"+1  п»+1  \0^")»+^  |1о8 о|  < 

X  X         я— X      |1.„5>|  X  II  И-Х  и  1ч-Х 

<  о»+1  п-и-!  П-+»   '  ^„1^  =0'^-»  п"+1  |1ое  8р^  <  (»м-1)-^1  (о|1о§8|)*+-% 
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т.-е. 

{п  -»-  Х)'"^  <  (а  |1оё  §|)"+1. 

Последнее  неравенство  говорит,  что 

п-+-1<(а|1о§а|)^-^\ 
•что  противоречит,  при  п>ш,  неравенству  (42*). 


Итак,  если  «  >  ш,  то 


« 


0„^,  =  ап^О„'     "<И. 


о 

14.  Берем  какую-нибудь  точку  Жц  (з^,  ^^,  Зд),  не  лежащую  на  границе. 

Обозначим  расстояние  точки  М^  от  границы  через  §  и  найдем  число  т, 
удовлетворяющее  обоим  неравенствам  (42). 

Обозначим  далее  через  О^  какое-нибудь  число,  превышающее  абсо- 
лютные значения  интегралов 

*  <  г 

,^/Р.*.   й/п*.    й/и^.*. 

0  0  0 

и  вычисляя 

-будем  считать,  что  все  они  равны  2ао. 
Положим 

б^,„  =  Г  =  2ао. 
Для  вьиисления 

придется,  как  показано,  пользоваться  Формулой  (41'). 
Приступая  к  этому  вычислению,  находим 

/1 3.  1  —  —  1— — 

Г       "  й^  =  та  Г       "»  ^  =  шГ       "*  (а^), 

о 


=  (ш-н1)ат      "^^  Г*       "''*       '"+14  (а^      "^^сИ  = 

о 

==(^-^^)^\~""^Г^-^)(^-^)(а^)^-^. 


X 
м-*-  1 
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Положив 
(43)  0„_^„=С{п){а1Г'\ 

будем  иметь: 


(44) 


9(0)  =  0,  о(1)-1,  ?(2)  =  2-^^,  ..., 

С{0)=Т,    С{1)=шт'~К  С(2)=(""-^^^"'^г'^-^)'^-^) 

2 Ц 

пи-  1 


Из  равенства  (43),  с  одной  стороны,  имеем 
с  другой  стороны, 


т-1-п-»-1 


1-+-о(и)(1 ^) 


откуда 


(45)  ф(п-ь-1)=1-^ф(п)(1-^), 


(46)  С(п-+-1)  = '^^-^--^ —       С(п)     •'^" 


И-Ф(«)   1 


т-^-п  „,  ^1— ; 

Г 


то  -нп' 


Ищем  ф  (я)  п  С(п)  из  последних  уравнений,  р5ТчОводствуясь  их  началь- 
ными значенияяш  (44). 

15.  Занимаемся  сначала  нахождением  !р(п). 

Уравнению  (45)  удовлетворяет,  как  нетрудно  убедиться,  Функция 

Положив 

,  ,        п-+-т  .  . 

МЫ  получим  для  г(п)  уравнение 

(45")  г(п-*-1)  =  г(п)(1 ^^ 
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с  начальными  условиями 

Решая  уравнение  (45'),  получаем 

,(^)  =  ,/1_М(1 Цу..(1 ^), 

^  -^         о  V  т/\  »гн-1/        \  ш-+-и— 1/ 

ЧТО  дает  окончательно 

(47)  ?«  =  ГРх-г:^^1^(< 
где 

'^'        \  ш  /  \  т-\-\ )        \  тч-п  —  1/ 

Так  как  ряд 

т        иг  -+- 1 

расходящийся,  то,  по  известной  теореме, 

прд  ф  (и)  =  О  при  п  =  оо. 
Из  (47),  между  прочим,  находим 

(48)  прд  ^ '  '  =:  прд Г-  — ^1 ^ ф(|г)    =- -,  прпи  =  оо. 

16.   Переходим    к    уравнению    (46),    которое,    после   подстановки 
вместо  (р  («)  его  значения,  принимает  вид 


т-ьи 


(46)  С{п  -*-!)  =  ^ (ш^п)(1-^1)  I  - 

Положим  в  последнем  уравнении 

С(»г)  =  Я(п)Г'*'(") 
при  начальных  условиях 

1 Ц 

Я(0)=1,     Щ1)  =  т,     Щ2)  =  ^'^~*~^^"\    ""^\   .... 
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Неизвестное  Я'(п)  удовлетворяет  уравнению 

(49)  Ы{п  -^  1)  = ^ ^-^^^ — г- гт  Н(п)      '"■^'. 

Заметим,  что 

(50)  прд  Г  'ч  •»  =:  1   при  )г  =  оо . 

Приступая  к  исследованию  Ы(п),  вспоминаем  теорему,  по  которой, 

гт/  \7-  Я(и-+-1) 

если  Я  (и)"  имеет  предел,  то     \^        также  имеет  предел,  и  тот  же  самьш. 

Имеем: 

Я(п-ь1) (т-|-и)(1-ьХ)  1 


Н(п)  т~*-п-*-1  —  ш  ф  (и  -ч-  1 )  _1_ 

Я(п)"«-" 

Если  допустим,  что 

1_ 

вщН{п)"=1, 
то 

прд  Я(»г)»^  :=  прд  (Я(»г) «")"+"  =  1^, 

в,  значит, 

,      Н{пч-1)        1-4-Х 
I  =  прд  — ^ =  — ; — ) 

Е{п)         г'^ 

откуда 

7  =  (1-+-Х)1^. 
Следовательно,  если 

(51)  ЩпУ 

имеет  предел  при  п  =  оо,  то 

(52)  прд  Щп)^  =  прд  {Щп)^)"^  =  (!-+-  Х)1^ . 

Остается  доказать,  что  переменное  (51)  имеет  предел. 
Прежде  всего,  полагаем 

»1-»-|П  '" 

Я()г)  =  а(и)(1-*-Х)^ь>^,      а(0)  =  (1 -4-Х)"ьГл  <1. 
Получаем,  подставляя  в  (49),  для  а  (и)  уравнение 

(53)  а(п-н1)  = ^ г- 7та(и)       '"^- 
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Замечаем,  что  для  всех  п,  начиная  с  некоторого  п^: 

"И^^^ <1 

т-^-п-^-^ — тф(и-|-1)         ' 

так  как 

прд  шф(м-1- 1)  =  О  прп  »г=:сх>. 

Если  а  (Ид)  =  К,  то 

1 ?_ 

а(Ио-+-1)<Е'       •"-^^'о, 


откуда 

Ф('0 

а  (п)  <  ХФ  («о) 
и 

1_  1    Ф(»0 

а(п)"  <й""  ф("о). 

Так  как  предел  правой  части  равен  1,  то,  каково  бы  ни  было  поло- 
жительное число  е, 

]^ 
(54)  если  »г^^V;^,  то  а(»г)«<1-+-г. 

Так  как 

т-\-п  

•'^    »и -»- и -+- 1 — ^«^(и-!-!)  ' 

то,  каково  бы  ни  было  положительное  число  у] 

(55)прий>»1,: 7-, тт>1 — у\- 

Если  а  (п^  =  ^1,  то 

X  ф  (",+1) 

а («1  и- 1)  >(1  —  У)) ж/ - ^:=^  =  (1  —  У)) г^Т^^. 
Положив  вообще 

ф  (Щ+к) 

Ф,-^к)>{1—пр''^к,-^т-,    е(1)  =  1, 

получим,  пользуясь  уравнением  (53)  и  неравенством  (55): 

а  (п, -н  й  и- 1)  >(1  —  У))^  "*"  ®  ^^'Н  ^  -  .;г;^м5  ]  К,Т^^  I  ^  ~  ;;^55^/, 
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откуда  вытекает: 
Положив 


1-+-Х        ^ 


(,(*), 


получим  для  X,  (к)  уравнение 

(56)  С(^-1)  =  ^да(1-^^,р^,) 

при 

Из  уравнения  (56)  имеем: 

цл)=г:(1)(1 ^^ — .)(! ^: — .)  •••  (1 Ц — -и 

_      т  -+-  «1  —  >    ф  (и^  -ь  /1;) 
и 

^'^~       1-1-Х  1-1-Х  '|/  («5  -*- 1)  ■ 

Значит, 

а(и^  -*-  й)  >(1  — ■у:)^+>^  !+>■       Ф(и,+1)  Ж1Ф(11,+1)' 

откуда 

1  1         т+щ+к  1         т-+-п,— X  ф(„|Ц_ц  1         ф(„|^1) 

а(п)"">(1 — 10)»^+*      1+х    ~^;:й'     1+х     ф(„,+1)  Я^^^Гй  *  ^(„^^.1,, 

1 

Так  как  предел  правой  части  при  п  =  оо  равен  (1  — >))1-*"\  то  можно 
выбрать  7]  так,  чтобы  предел  был  больше  1  —  ^• 

Следовательно, 
(54')  если  п'>^N^,  то  а(«)"  >  1  — е. 

Значит,  каково  бы  ни  было  положительное  число  е: 

если  »>  ^,  где  ^^  некоторое  число,    1  —  е  <  а(п)"  <  1  -н  б 

Е 

1 

прд  а  (п)^  =  1   при  п  =  оо . 
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Из  доказанного  ясно,  что  (51)  имеет  предел  и  что  равенство  (52) 
установлено. 

17.  Возвращаясь  к  переменньв!  (4),  мы  впднм,  что  члены  рядов  (19) 
и  (20)  параграфа  5-го,  в  которых  (з^,  ^2^  Яз)  координаты  точки  М^  не  на 
границе,  абсолютно  меньше  членов  ряда 

(57)  о^^о^^...^о,^-^--^а^^-*--. 

Ряд  же  (57)  сходяшдйся,  если  ^  достаточно  мало. 
Действительно,  для  него 

при  м  =  оо :  прд  0^_^^  =  прд  {Н{п)  Г'^(") (аг)'^")}^^  =  ((1  н-  'к)а1)^\ 
как  вытекает  из  Формул  (48),  (50)  и  (52),  и  ряд  сходится,  если 

1 


(58)  О  <(1-ч-Х)а^<1,     0<^< 


(1-*-Х)а 


Заметим,  что  предел  сходимости  ряда  не  зависит  от  числа  §,  расстояния 
точки  Жф  от  границы. 

Из  сказанного  вытекает,  что  теорему  параграфа  5-го  можно  считать 
доказанной  в  ее  части,  касающейся  точек,  не  расположенных  на  границе. 

Остается  принять  во  внимание  точки  на  границе. 

18.  Обозначим  српп)1  рядов  (19)  через 
(59)  и,ь,го. 

Из  доказанного  вытекает  не  только  сходимость  рядов  (19)  и  (20),  но 
и  нх  равномерная  сходимость  во  всякой  замкнутой  области,  не  заключающей 
в  себе  точек  границы. 

Из  этого  следует,  что  суммы  рядов  (20)  равны  производным 

г„„.  ди         ду        дю 

Щ'     Щ'     'дд'1 

по  ?!,  ^2»  гз»  от  функций  (59). 

19.  Из  самого  доказательства  теоремы  вытекает,  что 


(61) 


д^  (?2,-        ^^  д2{ 
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по  абсолютной  величине  меньше  чисел  вида 

аО„\1оёК\,     апО„'-'«, 

причем,  при  всех  значениях  п,  начиная  с  некоторого,  меньше  именно  второго 
числа. 

Так  как 

прд  О"  п»  6^«  6„    "'  =  орд  е^"  =  {(1  н-  X)  а^у-^-^, 

ясно,  что  ряды,  составленные  из  Функций  (61),  абсолютно  и  равномерно 
сходятся  в  только-что  указанных  областях  п  Функции  (59),  (60)  имеют 
производные  по  I  во  всякой  точке  (д,,  д^,  д^),  не  лежащей  на  границе. 

Так  как  доказательство  сходпмостп  рядов  пз  производных  (61)  осно- 
вано на  сравнении  с  рядом,  совершенно  аналогичньш  ряду  (57),  в  следующих 
двух  параграфах  мы  ограничимся  установлением  нужных  нам  теорем  для 
функций  (59)  и  (60),  указав  здесь,  что  они  остаются  справедливыми  и 
для  производных  по  (  от  функций  (59)  и  (60). 

20.  Положим,  что  точка  М^  (д^",  д^°,  д^)  лежит  на  границе. 

Выберем  произвольно  положительное  число  г  и  возьмем  точку 
^\{Я.\1  Я.31  Яз)>  ^^  лежащую  на  границе,  положим,  со  стороны  (а)  от  гра- 
ницы. 

Если  Гд  расстояние  М^  от  М^,  то  на  основании  сказанного  в  пара- 
графе 3-м,  мы  можем  писать  при  всяком  п 

Выбрав  точку  М^(д^,  д^,  д^)  настолько  близко  к  Ж^,  чтобы  были 
соблюдены  неравенства 


/ЪаоГ,<-^,     Оо^о'~'<4-' 


3         "  "        ^3 
будем  иметь  при  всяких  пит: 

I К  —  о  —  (Юа  —  Юа)  I  <  Т  ' 
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Так  как  ряды  (19)  и  (20)  сходятся  в  точке  Л/^,  то,  если  и>2У,  т'>N^ 
где  ^  некоторое  число : 


К—^ш\<^ 


Из  последних  неравенств  выводим,  если  п'>N,  т'>^М: 

' ди„\         I ди„ 


1М.-Ы.К.  |(^)-(^-11 


<ч 


откуда  ясно,  что  ряды  (19)  и  (20)  остаются  сходящимися,  когда  мы  заменим 
их  члены  теми  пределами,  к  которым  они  стремятся,  когда  точка  Ж  при- 
ближается к  точке  Жц  на  границе. 

Обозначим  через  (и\---,  (з— )  >  •••  суммы  рядов 

(К)а  —  ("о)а)  -*-  (Ыа  —  К)а)  -*- ' ' '  ^ 

Вследствие  их  сходимости,  имеем: 

Выше  мы  получили,  что  при  всех  значениях  п: 

Переходя  в  последних  неравенствах  к  пределу,  получаем 
(62)  1«-Н|<\/^«о^о>      |^-(^.)]^«оГо^-'. 

Из  неравенств  (62)  прежде  всего  вытекает 

,  ,  I  ди\  ди 

(иХ  =  ипи,     (^_]^  =  прд^, 

когда  М^  стремится  к  Ж  , 

Сказанное,  конечно,  справедливо  и  для  Функций  V  в  го. 
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21.  Функции  (59)  удовлетворяют  всем  девяти  условиям,  перечисленным 
в  параграфе  2-м  главы  1-п. 

(I)  Они  непрерывны  во  всем  пространстве  {^).  После  сказанного 
в  прошлых  параграфах  остается  проверить  сохранение  непрерьгеностп  прп 
переходе  точки  через  границу.  Каково  бы  нп  было  положительное  число  е, 
можно  найти  две  точки  Ж^  и  М^  по  разные  стороны  границы,  для  которых 

разность  значений  м^,  при  всяком  п,  меньше  — : 

где  «„'  значение  «„  в  ЗГ^,  а  и^'  значение  «„  в  М^,  так  как  эта  разность 
меньше  числа  вида  аг,  в  котором  г  расстояние  между  М^  и  М^  и  о  не 
зависит  от  п. 

Но  при  всех  п  >  2\Г: 

1"'-«„'1<-з-'    !«"-<'!< у- 

откуда  ясно,  что 

|м'  — г<"|<Е. 

(II)  Так  как  прп  всяком  п 

(63)        |«„1<«о,    р1"„1<«о.    1^1  <  «о,    р'|^|<«о> 

имеем 

|м|<«о,      рк1<«о» 

(III)  Существование  производных  по  I  установлено  в  параграфе  19-м. 
Из  сказанного  там  ясно,  что  эти  производные  непрерывные  Функции  в  {^), 
причем: 

где  а  некоторое  число. 

(V)  Из  сказанного  в  параграфе  18-м  ясно,  что  Функции  (59)  имеют 
производные  по  д,,  ^^,  д-,,  I,  причем  эти  производные  непрерывны  во  всякой 
области,  не  заключающей  точки  границы,  и  из  (63)  ясно,  что  они  удовле- 
творяют неравенствам: 

.,„.      \ди\  ^  а  I  «^  I  ^  \  ^^^  \  ^  ч\  ^"  \  ^ 
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(VII)  Из  сказанного  в  прошлом  параграфе  ясно,  что  производные 

ди        ду        дю 
^ '     ^ '     ^■ 

стремятся  к  определенным  пределам,  когда  точка  приближается  к  границе 
и  что 


(VIII) 


ди        I  ди 


—  (  —  ]    <а  г 


1— л 
'О 'о        ) 


где  Гд  расстояние  от  точки  Ж[  до  предельной  точки  М^  на  границе. 

([X)  Если  М^  и  Жд  две  точки,  расположенные  по  одну  сторону  от 
границы,  расстояние  между  которыми  г,  то  при  всяком  п: 


откуда 

I  ди  I  ди\  \   ^       ■._\ 

22.  Функции  (59)  удовлетворяют  системе  уравнений: 


(64) 


о 
о 

I 

"' ""  "'о  "^  I;  /  ( /^^^^  ^"  )  ^^' 


в  которой  «о,  «о,  ги^  Функции,  заданные  в  нараг-раФе  1-м, 


(65)      Х=:2 


ди 

ди 

ди 

^' 

^' 

Ф^ 

ду 

^1 

дУ 

^3 

-+-2 

дг 

дг 

дг 

^д.1 

^гг' 

^Яз 

(?м  ^м  ди 

ду_  ду_  ду_ 

дд^'  дд^'  дд^ 

дю  дю  дт 

дд^'  дд^'  дд^ 


дх 

дх 

дх 

дд^' 

(>% 

дд.& 

до 

дп 

д^ 

дд[ ' 

кч' 

дд.г 

ди) 

дю 

дго 
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(66) 


(66') 


о 
о 
о 
о 
о 


где  р^,  Рз,  Рз  переменные  интегрирования,  которыми  должны  быть  заме- 
нены аргументы  ?,,  ?з»  2з  ^  Функции  Ь  и 

г«  =  (Е  —  ж/  ч-{г1  —  уУ  -*-{1  —  г/,     йш  =  Лр^  Фа  (^р, . 

Для  доказательства  подставляем  в  левые  части  уравнений  (64)  вместо 
«,  V,  IV  их  значения. 

Мы  получим  функции 


р=«.-н1:/(|^«^^)*, 

О 
О 


Докалчем,  что 


17=  и,      У^ь,     ТУ  =  го. 
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Вследствие  сказанного  в  параграфе  21-м  Функции  11,  7,  ТГ  обладают 
всеми  свойствами  Функций  м^^,  г;^,  «<;^,  перечисленными  в  параграфе  3-м 
главы  1-п. 

Выбираем  произвольно  положительное  число  е  и  ищем  такое  ^У,  чтобы 
при  »> ^У: 

|«  — «„_,!  <  г,        \V  —  V^_^\<^,        \^V  —  ■гю^_^\<г 

р|«  — «„_1|<г,     9\V  —  V^_^\<■.,     р|м;  — г«'„_1|<е 

\дЯ{  (>Чг     1  '  тг  (>Я1     I  "'  \^Яг  ^йг      I 

Вспоминая  сказанное  в  параграфе  6-м,  будем  иметь,  сохраняя  обозна- 
чения параграфа  6-го : 

\дх       дх  \       , 

\1  —  1„_,\<сг,     р*!Х  — ^„_^<се. 

Заменяя  теперь  в  параграфе  7-м  О^^  через  е  и  откидывая  в  правых 
частях  неравенств  этого  параграфа  значок  п,  а  в  левых  заменив  м„^1, 
^и+1'  ^п-+1  через  Л,  7,  Ж,  получим  из  Формул  (29)  того  параграфа 

* 

о 

Так  как  последние  неравенства  справедливы  при  всех  значениях  п, 
больпшх  некоторого  IV,  и  так  как  г  выбрано  произвольно,  они  говорят,  что 

г7=прдг«„  =  м,      7=прд^^  =  г;,     ^V=ЩIА^V^  =  гV, 

что  и  требовалось  доказать. 

23.  Найденное  решение  системы  (64)  в  некотором  смысле  един- 
ственное. 

Если  функции  V,  V,  Ш  удовлетворяют  всем  девяти  условиям,  пере- 
численньш  в  параграфе  3-м  главы  1-й,  если  их  значения  при  <  ^  О  равны 
На,  р^,  го^и  если  они  удовлетворяют  уравнениям  (64),  то 

Т7^и,     У=р,     Ж=г<'. 

ИФМИ  1926  11 
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Чтобы  убедиться  в  этом,  достаточно  положить,  как  в  параграфе  6-м: 


^^^^    ■р'Г-«„_,!<е„,     ?\Г-г-„_,<0„,     р1ТГ-,.„_^1<в^, 

*^^^"'        \г1п.         г)п.    \'^^п'       \дп.  д„,    Г^"'».' 


(22') 


кз,-        д^^   1^     "'       \д^^       с^д,-    |  ^     "'      \д^^        д<л 


и  обратить  внимание  на  то,  что 


(67) 


4~ 


о  о 

о  о 

о  о 

вследствие  того,  что  Л.  V,  ТГ  образуют  решение  системы  (64). 

В  Формулах  (67),  конечно,  ^,  х,  у,  г  составлены  по  Функциям 
Г7,  У^  ТУ,  как  в  прошлом  параграфе  соответственные  Функции  составлялись 
по  м,  V,  го. 

Повторение  сказанного  в  параграфах  6 — 12  приведет  к  заключению, 
что  функции  0^  и  С^_^.^  связаны  соотношениянш, указанными  в  параграфе  1 3-м, 
с  той  только  разницей,  что  число  а  придется,  может  быть,  смотря  по  тому, 
каким  образом  ограничены  значения  функций  Л,  Г,  Ж,  заменить  другим,  а^, 
также  не  завпсяшдм  от  п. 

Отсюда  же  вытекает,  что  какова  бы  ни  была  точка  М^{^^,  ^з)  ?з)' 
не  лежащая  на  границе,  число  0^,  составленное  соответственно  этой  точке, 
бесконечно  мало,  пока  I  удовлетворяет  неравенству 

Вследствие  этого,  неравенства  (21')  говорят,  что 

?7=прдм„  =  г(,      7=гпрдг„  =  ^,      И^=  прд?<'^  =  м;, 
что  и  требовалось  доказать. 
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24.  Из  уравнений  (С  4)  имеем 

■1(е,  —  х) 


(68) 


дг        1    ГЬЫ  —  у), 
д^о_1_СЩ-з)^^^ 


д1  —  4^ 


причем  уравнения  (66)  дают 
(69) 


дх ду 


дг 

■.V,    -^  =  го. 


Решив,  руководствуясь  сказанным  в  параграфе  7-м  главы  1-й,  урав- 
нения (66)  относительно  д^^у^^,  д^,  выразим  71,  V,  го  через  х,  у,  г. 
Считая  переменными  независимыми  ж,  у,  з,  будем  иметь: 


ди 

дЬ 

ди 

-+- 

ди          ди          ди 
-т-г1-*--г-ю  -*-  -г-го 
дх         ду          дв 

дю 
61 

г5гУ 
~  д1 

н- 

дь          д\)          д'о 
дх          ду          дг 

дк 
01: 

дш 

^  дЬ 

-+- 

дю         дю         дк 
дх         ду          дз 

где  временно  через  к,  V,  го  обозначены  Функции  м,  V,  го,  как  Функции- 
X,  у,  г,  I. 

В  интегралах  равенств  (68)  введем  переменные  интегрирования  Н,  >)Д. 

Положив 

тг—тт      г— Н*1      ^^з      ^Ь\ 
\дх        ду         дг\ 


имеем: 

I д^■^ '  д^^ '  д^^\  \дх^  ду  ^   дг\ 


{\ди     до     дг 
\\дх^  ду^  дг 


I  ди     ду     дю 
\д2^'  ^Уз'  ^ 

\  дх     ду     ди}\\  дд^     дд^    ^Яз\\ 

I  ^^1     ^12     ^Э'з  I  I  ^^      ^У      ^^  I ) 
\ди    ду    д1о\       \дх    ду    дго] 

■+-Ь-'  /-'  х-И"'— •  —  •  — 

I  дх    ду     дг  \ 


1^,  ^,  ^ 
\  дх^   ду     дг 


дх     ду    дг 

п  \^^    (^^        '^'*     ^^        ди    дгс       ди    ди'        ду    дгс       ду    ди) ,  „ 

\дх    ду       ду    г)х       дх     дг       дг    дх        ду    дг       дг    ду  ^  ' 
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и.  преобразуя  уравнения  (68),  получим: 


(70) 


ди 


ди 

%■ 

д(  ох  ду 


ди 
дх 

дV 


ди_1д_  ГЕЦсЬг.^, 
дг       ^-п  дх}  г 

дз       41Г  ду}  г 


дю 
дх 


дю 
'Ту 


К(11с1г,^ 


дг        4:с  с*г  ^  »• 


Условимся,  как  принято,  левые  части  последнох  уравнений  обозначать 
во  избежание  недоразумений  через 


Ли 

Ш 


(IV 

л' 


(1го 


понимая,  следовательно,  под  этими  знаками  то  же  самое,  что  понимали  под 
знаками 

ди        дь       дю 
Ж'  л"'  Ж' 


(71) 


пока  функции  и,  V,  ю  были  выражены  через  <?^,  ^^,  д^,  I. 

25.  Из  доказанного  в  3-й  главе  вытекает,  что  Функции  (71) 
имеют  производные  по  д^,  з^,  д^  во  всякой  точке,  не  лежащей  на  границе 
пространства  {^)\  следовательно,  еслп  точка  М{х^  у,  г)  не  лежит  на  гра- 
нице пространства  (Е),  то  Функции  (71)  имеют  производные  по  ж,  у,  г. 

Отыскивая  эти  производные,  находим: 


(72) 


д  /ди 
дхУЖ 


с*  и     дд^ 


41     д^^ 


01  дд^    дх        д1  д%    дх 


д*  и     дд^ 
М дд^    дх 


^(  дь\ (^V     дд^         (йк     дд^        д^  V     дд^ 

ду\д1)       д1  дд.^     ду        д1  дд^    ду        д1  дд^     ду  ' 


д  /дюХ (^10     дд^ 

дг\Ж )~  д1дд^  "дг  ~*~ 


'  '«^    дд^ 


■ю     дд^ 


д1  дд^     дг        д1  дд^ 
Вспоминаем  Формулы  параграфа  8-го  главы  1-й: 


д^ 
дх 


1  дх 

-^  мин   -г—  : 

^  дд1 


йо,-        1  ду 

-г*  =  -т   мин  3^  5 

ду        ^  дд1 


дд{        1  дг 

-^  =  ^  мин  ^-  5 
дг        о  дд^ 


где 


^= 


дх 
дд^' 


^9ъ 


и  миноры  принадлежат  определителю  ^. 
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Из  этих  Формул  заключаем,  что  Функции 

^,     ^11,     ^■ 
дх        ду         дг 

имеют  производные  по  ^,  все  элементы,  именно,  через  которые  они  выра- 
жены, на  основании  Формул 

<                         *  * 

дх Г  ди    ,       ду  Г  дь  _,       дг  Г  дю  , 

^1~     ~*~^  (^?/  '    'дъ.~}  дд.^     '     дд^~~}дд.1     ' 

0  0  0 

имеют  производные  по  I. 

Следовательно,  Функпди 


ди        ди    дд.^        ди 
дх        дд^    дх        дд^ 

дх       дд^    дх ' 

дь        ду     дд^        ду 
'ду  ~ 'дд^' ~ду  ^  ~дд^ 

^дд^_^д1}^дд^ 
'  ду      .  дд^  '  ду 

ди)       дго    дд-^       ди) 
дз        дд^     д2        дд^ 

^дд^^ди)_дд^ 
'  дг        дд^  '  дз 

имеют  производные  по  1,  так  как 

ди         ду 

дю 

ддг'     ■^•' 

^ 

на  основании  уравнений  (64)  их,  очевидно,  имеют 

дь 
дх 


Отыскивая  эту  производную  для  функции  -т-'  имеем: 


й  (ди\ д^  и     дд^        д^  и     дд^        д^  и 

й1  \дх  /       д(  дд^    дх       дЬ  дд^    дх       д1  дд^ 


ди     (I   дд^        ди     й  дд^        ди     Л  дд^ 
дд-^    с11  дх       дд^    сИ  дх       дд^    д.Ь  дх 

откуда,  пользуясь  (72): 

д   /сЫ\_й  I ди  \      1  ди     д,   дд-^      ди     с1  дд^      ди     й  ддЛ_ 
дх\сИ/      (Л  \дх )      I  ^21    ^^  дх      дд^    сЛ  дх      дд^    М  дх ) 

_^(ди^\_}^\  ди     д  /         дх\      ди     д  /         дх\      ди_    д  /         дх^\] 
сИ\дх)      ^  \  дд^    д1  \         дд^ )      дд^    д1  \        дд^  /      дд^  д1  \        дд^)\ 

1     д1  \  ди  дх      ди  дх       ди  дх  1 

-ь  ^=  .  — -  \  ^—  мин  -т — н  3—  мин  3 — н  -—  лшн  3—  >  • 

^^    д^  \дд^  дд^      дд^  дд^      дд^  дд^\ 


—  106 
Но 


/         дх\_д  1ду   дг      ду    (>г\_(^  дг  _дь_  дг  \      /  ду  дю_Оу  ^\_ 

/  ди\       /  да  \ 

=   мин  -т-     -^   мин  -г—     > 


условившись  обозначать  значками  (1),  (2),  (3)  миноры  определителей,  обра- 
зующих первое,  второе  и  Т1)егье  слагаемые  в  выражении  (65)  Функции  Ь. 
Так  же 

д  (  дх  \  _  д  I  ду   дг      ду  д2]_/  до   дг      до   дг\      /  ду  дю      ду  дш\_ 

ШУ"^^  д2^)~Щд2з'д2~дд1дд^~\д2^'дд^     дд^' дд^ '*' [дд^  дд^     дд^дд^~ 

(  ди\       /  да\ 

=   мин  3—    -^    мин  ^—     5 

Значит, 

д  /йи\ й  (ди\        ^{  I  да     до     дг  \       \  ди     ду    дю  \[ 

дх\й1 )       (К  \  д.с  I  \\дд-^  дд^  ^  дд^\       \  дд-^ '  дд^ '  ^За  I  ) 

1     дЛ,д  /  дх\  дх        д  /  дх  \  дх        д  /  дх  \  дх\ 

Таким  же  образом  найдем: 


д 


ду\ 


йу\ Л/дь\  т)  I  ^"     ^^     ^^  \  \^^     ^^     ^"^\\ 

Ъ)~Т1\ду)  11^'  Фа'  ^1  '^Ух'  ^Зз'  <^гз1) 

I     д^^д/ду\  дц        д(ду\  ду        д  {  ду  \          ду\ 

сЛ    д1\дЬ\дд^}  дд^        дЬ\дд^)  Од^       д1\дд^1          дд^\ 

д /йьо\ й /дгюХ        т)  1  "^^     ^У     ^"' |       Ых     до     ду}\\ 

дг\сИ)       сИ\дг )  11  Фх'  Фа'  Фз'       ^Фх'  ^Я»    Фз') 

1     д7{д  /  дг\  дг        д  /  дг  \  дг        д  (  дг  \  дг  \ 

Складывая  и  пользуясь  уравнениями  (70),  получаем 

д_(Ли\     д_/йо\     д  / с1ю\      1  )  д^  ГКйЫгЖ,      д'  Г ШуНсК     д'  ГШЫг1с(С\ 
дх\с11Гду\а1Гдг\(ИГЩдх^)        г       '*'(^/^         г      '*'дг']        г       \ 

_^{ди     до     д^\       ^^      _1_/'^\* 
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Но,  как  было  указано  в  параграфе  8-м  главы  1-ой: 

1     д^       ди       дь       дю 
^  '  дЬ       дх       ду       дг 

Следовательно  последнее  равенство  дает 

т 
плп 

(73)  1-^^  =  0' 

где 

л ди       дь       дьо 

дх       ду       дг 

Положим  теперь,  что  Функции 

введенные   в  параграфе   1-м,  кроме  указанных  там  условий,  удовлетво- 
ряют еще  условию 

(74)  ^^^р-^р=0. 
'  д<1х       ^Ь       ^Яз 

Так  как  Функция  6  при  ^  =  О  обращается  в 

дщ_^дщ_^д№о^ 
кг       ^2       кз ' 
из  уравнения  (73)  ясно,  что 

9  =  0. 

26.  Итак,  если  мы  Функции  и^,  у^,  ю^,  введенные  в  параграфе  1-м 
этой  главы,  подчиним,  сверх  перечисленных  там  условий,  еще  условию 

(74)  ^н-^-0-н'^^^«=0, 

^1        дс[^         (?2з 

то  функции  щ  V,  м;,  удовлетворяюшде  системе  уравнений  (64),  вместе 
с  функцией  П,  где 

(75)  п^  1    №.сГС_^ 


—  168  — 
в  которой  с  функция  от  одного  I  и 

\ди    дь'       да    дь'       дн    (Ьс       Ои    дгс 


К=2 


\дх    ду       ду    дх   '  дх    Ог 
образуют  решение  системы  уравнений: 


дн    (Ьс       Ои    дго       дV    дю       до    ОиЛ 
дх    дг        дг    дх       ду    да       дг'  ду] 


(76) 


(77) 


ди  ди  ди  ди  дП 

д1  дх  ду  дг  дх 

до  дV  дь  ду  д[\ 

дЬ  дх  ду  дг  ду 


ди) 


ди) 


ди)      дП 


д1  дх  ду  дг       дг 


ди 
~дх' 


дю       ды        _ 


т.-е.  решают  основную  задачу  гидродинамики:  определить  движение 
несжимаемой  жидкости,  постоянной  плотности,  занимающей  все  простран- 
ство и  находящейся  под  действием  сил,  имеющих  потенциал,  зная  распре- 
деление скоростей  в  момент  ^  =  0. 

Если  р  постоянная  плотность,  а  Р  потенциал  действующих  сил  на  жид- 
кость, то  давление  р  вычисляется  по  Формуле 

(78)  р  =  Р—^[\. 

Вычитая  из  К  нуль  в  виде  6^  п  вводя  составляющие  вихря: 


ды 


дю 
'Тг' 


ди       ди)  ду       ди 

дг       дх         '       дх       ду 


тл  можем  дать  К  следующий  вид 


(79) 


«=-|(|)-(1)-(г1 

;  01с  \-       I  ди)  \2       /  да-  '^ 
^Ы  ЛТу)  ^\Тг)  -^^^' 
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1аблица  I. 


Н.  М-  Гюнтер.  Об  основной  задаче  гидродинамики. 


Таблица  II. 
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Таблица  III. 
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Ма1Ь. 


Акайепаха  паик  ЗЗЗК. 
БЧгИсо-гаа-Ьета-ЫсЬезк!!  хпз-Ы-Ьи! 
12Уез-Ы1а 
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